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ΘΕΜΑ 1.

α) Θεωρούµε τον πίνακα

A =





3 1 −1
1 3 1

−1 1 3





Να εξετάσετε αν ο πίνακας A είναι ϑετικός. Σε περίπτωση που είναι, να ϐρείτε πίνακα

B ∈ M3(R) έτσι ώστε B2 = A.

β) Να ορίσετε το ελάχιστο πολυώνυµο ενός πίνακα A ∈ M
ν
(R). Στη συνέχεια, να υπολο-

γίσετε το ελάχιστο πολυώνυµο του πίνακα

A =









2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 1 1
0 0 −2 4









γ) Θεωρούµε τους πίνακες P,A ∈ M
ν
(C), όπου P ένας ερµιτιανά ορθογώνιος πίνακας.

Να αποδείξετε ότι ο A είναι κανονικός αν και µόνον αν ο πίνακας P ∗AP είναι κανονι-

κός, όπου P ∗ ο αναστροφοσυζυγής του P .

(Μόρια 30)

ΘΕΜΑ 2.

Θεωρούµε V,W υπόχωρους του Rν. Πότε ο W λέγεται ορθοσυµπληρωµατικός του V ;
Θεωρούµε τον Ευκλείδειο χώρο (R3, 〈 , 〉), όπου

〈(α1, α2, α3), (β1, β2, β3〉 = α1β1 + 2α2β2 + 3α3β3

Να υπολογίσετε τον ορθοσυµπληρωµατικό χώρο W του υπόχωρου V του R3 (ως προς το

παραπάνω εσωτερικό γινόµενο), όπου

V = {(x1, x2, x3) ∈ R
3 : x1 − x2 − x3 = 0}.

(Μόρια 15)

ΘΕΜΑ 3.

α) Θεωρούµε τον πίνακα

A =





4 0 −1
0 4 −1

−1 −1 5





Με χρήση του Θεωρήµατος Cayley­Hamilton να υπολογίσετε τον αντίστροφο του πίνα-

κα A.
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β) Θεωρούµε τον πίνακα

A =





1 0 0
1 0 1
0 1 0





Με χρήση του Θεωρήµατος Cayley­Hamilton να αποδείξετε ότι A−1 = −A3 + 2A.

γ) Θεωρούµε τον πίνακα

A =





−2 4 3
0 0 0

−1 5 2





Να αποδείξετε ότι A593 − 2A15 + A = O.

(Μόρια 30)

ΘΕΜΑ 4.

Να προσδιορίσετε το είδος της επίπεδης καµπύλης που ορίζεται από την εξίσωση

5x2 + 6xy − 3y2 − 22x+ 6y − 20 = 0.

Στη συνέχεια να σχεδιάσετε την παραπάνω καµπύλη.

(Μόρια 15)

ΘΕΜΑ 5.

Θεωρούµε ενδοµορφισµό ϕ : V −→ V όπου V Ερµιτιανός χώρος εφοδιασµένος µε εσωτε-

ϱικό γινόµενο 〈 , 〉. Πότε ο ϕ καλείται αυτοπροσαρτηµένος;
Στη συνέχεια να αποδείξετε ότι αν ο ϕ είναι αυτοπροσαρτηµένος, τότε όλες οι ιδιοτιµές του

είναι πραγµατικοί αριθµοί.

(Μόρια 10)

Καλή επιτυχία !!!


