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ΘΕΜΑ 1.

Α) Να εξεταστεί αν οι αριθµοί
5
√
3 και 1 + 3i είναι αλγεβρικοί υπεράνω του Q. Είναι ο α-

ϱιθµός
4
√
2 αλγεβρικός υπεράνω του Q(

√
2); Να δικαιολογηθούν πλήρως οι απαντήσεις

σας.

(Μόρια 15)

Β) ∆ίνονται οι α, β ∈ C. Να ϐρεθεί ο ϐαθµός της επέκτασης Q(α) µε αn = 2 υπεράνω του

Q και ο ϐαθµός της επέκτασης Q(β) µε β8 = 1 υπεράνω του Q.

(Μόρια 15)

ΘΕΜΑ 2.

Α) ∆ίνεται το ιδεώδες I = 〈x4 − 4x3 + 6〉 ⊆ Z[x]. Να εξετάσετε αν ο δακτύλιος πηλίκο

Z[x]/I είναι ακέραια περιοχή.

(Μόρια 10)

Β) Θεωρούµε τον δακτύλιο R = Z×Z. Να δειχθεί ότι το σύνολο Z×{0} ⊆ R είναι πρώτο

ιδεώδες του R, το οποίο δεν είναι µέγιστο.

(Μόρια 10)

ΘΕΜΑ 3.

Να αποδείξετε ότι

K[x]/〈x2 − x〉 ≃ K×K,

όπου K[x] ο δακτύλιος πολυωνύµων υπεράνω σώµατος K.

(Μόρια 15)

ΘΕΜΑ 4.

∆ίνεται η επέκταση E|Q, όπου E = Q
(√

5,
√
2
)

.

Α) Πότε µία επέκταση ονοµάζεται απλή; Να αποδείξετε ότι η επέκταση E|Q είναι απλή.

(Μόρια 10)

Β) Αν α το πρωταρχικό στοιχείο αυτής, να προσδιορίσετε το irr

(

α,Q
)

, το α−1 καθώς και

µία Q-ϐάση του Q
(

α
)

. Στη συνέχεια να αποδείξετε ότι η επέκταση E|Q είναι σώµα.

(Μόρια 10)

ΘΕΜΑ 5.

΄Οταν ένα στοιχείο α είναι αλγεβρικό υπεράνω του K(β), τότε το στοιχείο β είναι αλγεβρικό

υπεράνω του K(α), όπου K τυχαίο σώµα.

Να χαρακτηρίσετε τον παραπάνω ισχυρισµό ως Σωστό ή Λάθος. Να δικαιολογήσετε πλήρως

την απάντησή σας.

(Μόρια 15)

Καλή επιτυχία !!!


