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Εισαγωγή

Οι σηµειώσεις αυτές αποτελούν µια εισαγωγή στην Υπολογιστική ΄Αλγεβρα και συγκεκριµένα

στη ϑεωρία των ϐάσεων Gröbner. Οι ϐάσεις Gröbner αποτελούν σύνολα γεννητόρων για ένα

ιδεώδες I ενός πολυωνυµικού δακτυλίου K[x1, . . . , xn]. ΄Εχουν πολύ σηµαντικές ιδιότητες

για τη µελέτη και κατανόηση του ιδεώδους. Υπολογιστική ΄Αλγεβρα, Αλγεβρική Γεωµετρία,

Μεταθετική ΄Αλγεβρα, Επιστήµη των Υπολογιστών, Θεωρία Γραφηµάτων, Συνδυαστική, Ακέ-

ϱαιος προγραµµατισµός είναι διάφοροι από τους κλάδους στους οποίους εισέρχεται η ϑεωρία

των ϐάσεων Gröbner. Ορίστηκαν το 1965 από τον Buchberger ο οποίος τις ονόµασε έτσι,

προς τιµήν του καθηγητή του W. Gröbner.

Αρχικά στο πρώτο κεφάλαιο γίνεται µια εισαγωγή αυστηρά στα στοιχεία που απαιτούνται

από τη ϑεωρία δακτυλίων για την καλύτερη κατανόηση των κεφαλαίων που ακολουθούν. ∆ο-

µική έννοια στις ϐάσεις Gröbner είναι αυτή των µονωνυµικών διατάξεων, η οποία εξετάζεται

λεπτοµερώς στο 2ο κεφάλαιο. Στο τρίτο κεφάλαιο µελετούµε την έννοια των ϐάσεων Gröbner

και κατ επέκταση των ελαχιστικών και των αναγώγων ϐάσεων Gröbner για ένα ιδεώδες. Κλεί-

νοντας το κεφάλαιο ορίζουµε την έννοια της καθολικής ϐάσης Gröbner. Στο 4ο κεφάλαιο,

ϑα δούµε εφαρµογές των ϐάσεων Gröbner στην Μεταθετική ΄Αλγεβρα, Αλγεβρική Γεωµετρία,

Θεωρία Γραφηµάτων και Ακέραιο Προγραµµατισµό.

Το κείµενο είναι υπό συνεχή επεξεργασία και δεν έχει λάβει ακόµη την τελική του µορφή.
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Κεφάλαιο 1

Προκαταρκτικά

Σε αυτή την ενότητα, ϑα κάνουµε µια επανάληψη σε ϐασικές έννοιες της ϑεωρίας δακτυλίων,

οι οποίες µας είναι χρήσιµες για τη συνέχεια.

1.1 Πολυωνυµικοί ∆ακτύλιοι

Ορισµός 1.1.1. ∆ακτύλιος1 ορίζεται ένα µη κενό σύνολο R, το οποίο έχουµε εφοδιάσει µε

δύο διµελείς πράξεις : + : R ×R → R και · : R× R → R τέτοιες ώστε :

1. το σύνολο (R,+) να είναι αβελιανή οµάδα,

2. ισχύει α · (β · γ) = (α · β) · γ, ∀α, β, γ ∈ R,

3. ισχύει α · (β + γ) = α · β + α · γ και (α + β) · γ = α · γ + β · γ, ∀α, β, γ ∈ R.

Τα περισσότερο οικεία παραδείγµατα δακτυλίων είναι :

(C,+, ·) , (R,+, ·) , (Q,+, ·) , (Z,+, ·)

όπου οι παραπάνω πράξεις είναι η συνήθης πρόσθεση και ο συνήθης πολλαπλασιασµός

µιγαδικών αριθµών.

Ορισµός 1.1.2. Μεταθετικός δακτύλιος καλείται ο δακτύλιος για τον οποίο ο πολλαπλα-

σιαµός είναι µεταθετική πράξη, δηλαδή α · β = β · α, ∀α, β ∈ R.

Το ουδέτερο στοιχείο της αβελιανής οµάδας (R,+) συµβολίζεται µε 0R και αποτελεί το

προσθετικό ουδέτερο του δακτυλίου R. Το πολλαπλασιαστικό ουδέτερο (αν υπάρχει) του

δακτυλίου R, ϑα το συµβολίζουµε µε 1R, είναι το στοιχείο το οποίο έχει την ιδιότητα 1R ·
x = x · 1R = x, ∀x ∈ R. Στην περίπτωση αυτή, ο δακτύλιος ϑα καλείται δακτύλιος µε

µοναδιαίο στοιχείο. Για παράδειγµα ας ϑεωρήσουµε το σύνολο S = {0, 4, 8} ⊂ Z12. Εύκολα

παρατηρούµε ότι ο δακτύλιος S είναι δακτύλιος µε µοναδιαίο στοιχείο, όπου 1S = 4. ΄Ενα

µη µηδενικό στοιχείο x ∈ R καλείται αντιστρέψιµο στοιχείο του δακτυλίου, αν υπάρχει µη

µηδενικό στοιχείο y ∈ R τέτοιο ώστε x · y = 1R.

1Την έννοια εισάγει ο D. Hilbert, την οποία και ϑεµελιώνει η E. Noether στις αρχές του 20ου αιώνα.
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Ορισµός 1.1.3. Σώµα καλείται ένας µεταθετικός δακτύλιος µε 1R για τον οποίο κάθε µη

µηδενικό στοιχείο του είναι αντιστρέψιµο.

Από εδώ και στο εξής, για το υπόλοιπο των σηµειώσεων ϑα ϑεωρούµε ότι εργαζόµα-

στε υπεράνω µεταθετικών δακτυλίων µε µοναδιαίο στοιχείο. Αν ο δακτύλιος µας είναι σώ-

µα, ϑα το συµβολίζουµε µε το γράµµα K. Παραδείγµατα σωµάτων είναι τα γνωστά µας

(C,+, ·) , (R,+, ·) , (Q,+, ·). Το σύνολο των ακεραίων αριθµών, εφοδιασµένο µε τη συνήθη

πρόσθεση και τον συνήθη πολλαπλασιασµό δεν είναι σώµα, καθώς κάθε µη µηδενικό στοιχείο

του (εκτός των 1,−1) δεν είναι αντιστρέψιµο.

Το ϐασικό αντικείµενο µελέτης µας είναι οι δακτύλιοι υπεράνω πολυωνύµων.

Ορισµός 1.1.4. ΄Εστω R δακτύλιος. ΄Ενα πολυώνυµο ϕ(x) µε συντελεστές από τον R, είναι

ένα άπειρο άθροισµα
∞
∑

i=0

αix
i = α0 + α1x+ α2x

2 + · · ·+ αnx
n + · · · , όπου αi ∈ R και αi = 0

εκτός από πεπερασµένο πλήθος τιµών του i. Τα αi καλούνται συντελεστές του πολυωνύµου.

Ορίζουµε ως ϐαθµό του πολυωνύµου degϕ(x) = {max(i) : αi 6= 0}.

Είµαστε έτοιµοι να εισάγουµε την έννοια ενός πολυωνυµικού δακτυλίου υπεράνω µιας

µεταβλητής. Με προφανή τρόπο, η έννοια αυτή γενικεύεται σε πολυωνυµικούς δακτυλίους

πολλών µεταβλητών.

Ορισµός 1.1.5. Ορίζουµε ως πολυωνυµικό δακτύλιο υπεράνω του x και τον συµβολίζουµε

µε R[x], το σύνολο όλων των πολυωνύµων ως προς x, µε συντελεστές στοιχεία από τον δα-

κτύλιο R (οι πράξεις αυτού ϑα οριστούν παρακάτω). Αντίστοιχα, µπορούµε να ϑεωρήσουµε τον

δακτύλιο (R[x])[y], ως τον πολυωνυµικό δακτύλιο υπεράνω του y, µε συντελεστές στοιχεία από

τον R[x]. Τον παραπάνω δακτύλιο ϑα τον συµβολίζουµε µε R[x, y].

Είναι προφανές ότι R[x, y] = R[y, x]. Ανάλογα ορίζεται ο πολυωνυµικός δακτύλιος

R[x1, . . . , xn] υπεράνω των n-µεταβλητών µε στοιχεία από τον δακτύλιο R. Αποδεικνύεται

ότι αν ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός και ο δακτύλιος R[x1, . . . , xn] είναι µεταθετικός.

Ο πολυωνυµικός δακτύλιος K[x1, . . . , xn] είναι ένας K-διανυσµατικός χώρος, µε ϐάση

τα στοιχεία του συνόλου Tn = {xα1

1 · · ·xαn
n , αi ∈ N, i = 1, . . . , n}, όπου N = {0, 1, 2, . . .}.

Κάθε στοιχείο της µορφής λ · xα1

1 · · ·xαn
n , λ ∈ K καλείται µονώνυµο. Για συντοµία ϑα το

συµβολίζουµε πολλές ϕορές ως xα όπου α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn. Είναι προφανές, ότι ένα

στοιχείο του πολυωνυµικού δακτυλίου S = K[x1, . . . , xn] είναι ένας πεπερασµένος γραµ-

µικός συνδυασµός µονωνύµων, µε συντελεστές από το σώµα K και καλείται όπως είδαµε

πολυώνυµο.

Ορισµός 1.1.6. Ορίζουµε ως ϐαθµό του µονωνύµου xu := xu1

1 · · · xun
n τον deg(xu) := u1 +

. . .+ un, όπου u = (u1, . . . , un) ∈ Nn.

∆ίνοντας δοµή δακτυλίου στον K[x1, . . . , xn] ορίζουµε πρόσθεση και πολλαπλασιασµό µε

τον συνήθη τρόπο πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού πολυωνύµων. ΄Εστω µονώνυµα xu, u =
(u1, . . . , un) ∈ Nn και ϑεωρούµε τα πολυώνυµα f =

∑

u∈Nn

cux
u και g =

∑

u∈Nn

dux
u όπου όλοι

οι συντελεστές cu, du είναι µηδενικοί - εκτός από πεπερασµένο το πλήθος όρους. Ορίζουµε :

f + g =
∑

u∈Nn

(cu + du)x
u και f · g =

∑

k∈Nn

(

∑

a+b=k

cadb

)

xk.
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Για παράδειγµα, ϑεωρούµε τον πολυωνυµικό δακτύλιο Q[x1, x2, x3] και έστω f = x1x
3
2 −

1
2
x2
1x2x3 και g = 2x2

1x2 +
1
2
x2
1x2x3. Τότε,

f + g = x1x
3
2 + 2x2

1x2 και f · g = 2x3
1x

4
2 +

1

2
x3
1x

4
2x3 − x4

1x
2
2x3 −

1

4
x4
1x

2
2x

2
3.

1.2 Ιδεώδη

Τα ιδεώδη είναι η δυϊκή έννοια των ορθόθετων (κανονικών) υποοµάδων στη ϑεωρία οµάδων.

Είναι γνωστό ότι αν R δακτύλιος, ένα ιδεώδες I του R, είναι ένα υποσύνολό του το οποίο

είναι και αυτό δακτύλιος. Συγκεκριµένα,

Ορισµός 1.2.1. Ιδεώδες2 I ενός δακτυλίου R, είναι ένα υποσύνολο του δακτυλίου, τέτοιο

ώστε :

1. I 6= ∅, (⇐⇒ 0R ∈ I),

2. α + β ∈ I, ∀α, β ∈ I,

3. k · α ∈ I3, ∀α ∈ I, ∀k ∈ R.

Αν το I είναι ιδεώδες του R ϑα το συµβολίζουµε µε I ⊳ R.

Για παράδειγµα, ϑεωρούµε τον δακτύλιο (Z,+, ·). Τα ιδεώδη αυτού, είναι κάθε υποσύνολο

της µορφής mZ = {. . . ,−2m,−m, 0, m, 2m, . . .}, m ∈ Z. Ας δούµε ένα απλό παράδειγµα

εφαρµογής του παραπάνω ορισµού.

Παράδειγµα 1.2.2. Θεωρούµε δύο ιδεώδη I, J ενός δακτυλίου R. Θα αποδείξουµε ότι

και η τοµή I∩J είναι ένα ιδεώδες του R. Εξ ορισµού I∩J = {x ∈ R : x ∈ I και x ∈ J}.

΄Εχουµε :

I ⊳ R =⇒ 0R ∈ I και J ⊳ R =⇒ 0R ∈ J. ΄Επεται ότι 0R ∈ I ∩ J.

Επίσης,

x, y ∈ I∩J =⇒ x, y ∈ I και x, y ∈ J
I⊳R,J⊳R
=⇒ x+y ∈ I και x+y ∈ J =⇒ x+y ∈ I∩J.

Τέλος, έστω x ∈ I ∩ J και k ∈ R. Καθώς x ∈ I και x ∈ J και τα I, J ιδεώδη του

δακτυλίου, ϐλέπουµε ότι kx ∈ I και kx ∈ J για όλα τα k ∈ R. ΄Επεται το Ϲητούµενο.

Να παρατηρήσουµε ότι η ένωση δύο ιδεωδών δεν είναι απαραίτητα ένα νέο ιδεώδες του

δακτυλίου. Για παράδειγµα αν πάρουµε τα ιδεώδη 2Z και 3Z του δακτυλίου Z. Η ένωση

2Την έννοια του ιδεώδους ενός δακτυλίου εισάγει ο R. Dedekind, η οποία γενικεύει την έννοια των ιδεατών

αριθµών που πρώτος διατυπώνει ο E. Kummer στην προσπάθεια του τελευταίου να αποδείξει το τελευταίο

ϑεώρηµα του Fermat.
3Θυµίζουµε ότι δουλεύουµε υπεράνω µόνο µεταθετικών δακτυλίων. ∆ιαφορετικά στον ορισµό περιλαµβάνεται

και η σχέση α · k ∈ I. Αυτό ϑα ϑεωρείται δεδοµένο για όλη τη συνέχεια των σηµειώσεων και κατά συνέπεια οι

ορισµοί ϑα προσαρµόζονται κατάλληλα.
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αυτών, αποτελείται από όλα τα πολλαπλάσια των 2 και 3. Παρατηρούµε ότι 2 ∈ 2Z, 3 ∈ 3Z
αλλά 2 + 3 = 5 /∈ 2Z ∪ 3Z. Ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι η ένωση δύο ιδεωδών

I, J ⊳ R ένα νέο ιδεώδες του R, είναι είτε I ⊆ J είτε J ⊆ I (όπως συµβαίνει αντίστοιχα και

στις υποοµάδες).

Στη συνέχεια, ϑα ορίσουµε κάποια ϐασικά ιδεώδη που ϑα χρειαστούµε στα επόµενα

κεφάλαια.

Θεωρούµε I, J ιδεώδη ενός δακτυλίου R.

1. ΄Αθροισµα ιδεωδών : Ορίζεται ως το ιδεώδες

I + J = {α+ β, α ∈ I, β ∈ J}.

Αποτελείται από όλα τα αθροίσµατα στοιχείων του I µε τα στοιχεία του J .

2. Γινόµενο ιδεωδών : Ορίζεται ως το ιδεώδες

I · J = {
∑

αiβi, αi ∈ I, βi ∈ J}.

Αποτελείται από όλα τα πεπερασµένα αθροίσµατα γινοµένων στοιχείων του I µε στοιχεία

του J .

3. Πηλίκο ιδεωδών : Ορίζεται ως το ιδεώδες

I : J = {α ∈ R : αβ ∈ I, ∀β ∈ J}.

4. Ριζικό ενός ιδεώδους : Ορίζεται ως το ιδεώδες

√
I = {α ∈ R : αn ∈ I, για κάποιο n > 0, n ∈ N}.

Εύκολα µπορούµε να αποδείξουµε ότι κάθε ένα από τα παραπάνω σύνολα αποτελεί ιδε-

ώδες του δακτυλίου.

Παράδειγµα 1.2.3. Κάποια παραδείγµατα γινοµένου, πηλίκου ιδεωδών και ϱιζικού

ενός ιδεώδους :

i. Θεωρούµε τα ιδεώδη I = 〈x, x + y〉 και J = 〈x − y, y〉 του δακτυλίου K[x, y].
Παρατηρούµε ότι

I · J = 〈x(x− y), xy, (x+ y)(x− y), (x+ y)y〉 = 〈x2 − xy, xy, x2 − y2, xy + y2〉.

ii. Θεωρούµε τα ιδεώδη 10Z, 5Z του δακτυλίου Z. Εύκολα παρατηρούµε ότι 10Z :
5Z = 2Z (γιατί;).

iii. Θεωρούµε τα µονωνυµικά ιδεώδη (ιδεώδη τα οποία παράγονται από µονώνυµα),
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I = 〈xz, yz〉 και J = 〈z〉 του δακτυλίου S = K[x, y, z]. ΄Εχουµε :

〈xz, yz〉 : 〈z〉 = {ϕ ∈ S : ϕ · z ∈ I} =

= {ϕ ∈ S : ϕ · z = α1xz + α2yz, α1, α2 ∈ S} =

= {ϕ ∈ S : ϕ = α1x+ α2y, α1, α2 ∈ S} =

= 〈x, y〉

΄Οπως ϑα δούµε στο δεύτερο κεφάλαιο, τα παραπάνω ιδεώδη είναι µονωνυµι-

κά. Σε αυτή τη περίπτωση, ϑα δώσουµε µια περισσότερο εύχρηστη µεθοδολογία

υπολογισµού του πηλίκου δύο ιδεωδών.

iv. Θεωρούµε το ιδεώδες 12Z του δακτυλίου Z. Θέλουµε να υπολογίσουµε το
√
12Z.

΄Εστω τυχαίο α ∈
√
12Z. Εξ ορισµού αn = 12k, n ∈ N, k ∈ Z. Ισοδύναµα έχουµε

ότι αn = (22 · 3)k, k ∈ Z. Λόγω του µονοσήµαντου της πρωτογενούς ανάλυσης,

έπεται ότι υποχρεωτικά δύο όροι της πρωτογενούς ανάλυσης του α ϑα είναι οι 2
και 3. Συνεπώς α = 6λ, λ ∈ Z και άρα

√
12Z ⊆ 6Z. Εύκολα επαληθεύουµε και

τον αντίστροφο εγκλεισµό (αν α ∈ 6Z, τότε α = 6k για κάποιο k ∈ Z, από που

παρατηρούµε ότι α2 ∈ 12Z, δηλαδή α ∈
√
12Z). Συµπεραίνουµε ότι

√
12Z = 6Z.

v. Μπορείτε να ϐγάλετε συµπέρασµα για το ιδεώδες
√
µZ όπου µ ∈ Z;

Ορισµός 1.2.4. ΄Ενα ιδεώδες I καλείται ϱιζικό ιδεώδες εάν
√
I = I.

Για παράδειγµα τα ιδεώδη της µορφής pZ του δακτυλίου Z, όπου p πρώτος αριθµός, είναι

ϱιζικά ιδεώδη. (γιατί;)
Θεωρούµε τα ιδεώδη I, J,K ενός δακτυλίου R. Ισχύουν τα εξής :

1. I · J = J · I και I + J = J + I

2. (I · J) ·K = I · (J ·K)

3. I · (J +K) = I · J + I ·K

4. I · J ⊆ I ∩ J

5.
√
I · J =

√
I ∩ J =

√
I ∩

√
J και

√√
I =

√
I

6. I ∩ J + I ∩K = I ∩ (J +K)

7. (I : J) : K = I : J ·K

8. I : (J +K) = (I : J) ∩ (I : K)

Ορισµός 1.2.5. ΄Ενα ιδεώδες I ενός δακτυλίου R καλείται κύριο ιδεώδες, εάν υπάρχει

α ∈ R το οποίο να παράγει το ιδεώδες και ϑα το συµβολίζουµε µε I = 〈α〉.
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Γνωρίζουµε ότι τα ιδεώδη του δακτυλίου Z είναι της µορφής µZ = 〈µ〉, δηλαδή όλα είναι

κύρια ιδεώδη. Οι µεταθετικοί δακτύλιοι µε αυτή την ιδιότητα είναι γνωστοί ως δακτύλιοι

κύριων ιδεωδών. Για παράδειγµα κάθε σώµα είναι δακτύλιος κύριων ιδεωδών. Αυτό προ-

κύπτει από το γεγονός ότι τα µοναδικά του ιδεώδη είναι τα τετριµµένα4 τα οποία προφανώς

είναι κύρια. ΄Ενα άλλο παράδειγµα, είναι ο πολυωνυµικός δακτύλιος K[x] όπως µπορούµε

να δούµε στην επόµενη πρόταση.

Πρόταση 1.2.6. Κάθε ιδεώδες του πολυωνυµικού δακτυλίου K[x] είναι κύριο.

Απόδειξη. ΄Εστω τυχαίο ιδεώδες I του πολυωνυµικού δακτυλίου K[x]. Αν I = {0} τότε

προφανώς αυτό είναι κύριο. ΄Εστω ένα µη µηδενικό ιδεώδες I του K[x] και έστω 0 6= f ∈ I µε

deg(f) = n και χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουµε ότι ο n είναι ο ελάχιστος δυνατός.

Για οποιοδήποτε µη µηδενικό πολυώνυµο g ∈ I εκτελώντας τον Ευκλείδειο αλγόριθµο έχουµε

ότι :

∃ q, h ∈ K[x] : g = fq + h, όπου είτε h = 0 είτε deg(h) < deg(f)

=⇒ h = g − fq ∈ I όπου είτε h = 0 είτε deg(h) < deg(f).

Σε περίπτωση που h 6= 0, από την τελευταία σχέση έχουµε ότι deg(h) < deg(f) το

οποίο αντιβαίνει στο ότι ο ϐαθµός του f είναι ο ελάχιστος ϐαθµός των στοιχείων του I. ΄Αρα

υποχρεωτικά :

h = 0 =⇒ g = fq =⇒ I ⊆ 〈f〉.
Καθώς και f ∈ I έπεται και ο αντίστροφος εγκλεισµός και άρα το ιδεώδες I = 〈f〉 είναι

κύριο.

Η παραπάνω πρόταση µας ϐοηθάει στο να προσδιορίσουµε και ένα γεννήτορα για ένα

ιδεώδες του πολυωνυµικού δακτυλίου K[x], όπως µπορούµε να δούµε και στην επόµενη

πρόταση.

Πρόταση 1.2.7. ΄Εστω πολυώνυµα f1, . . . , fk ∈ K[x], Τότε 5〈f1, . . . , fk〉 = 〈g〉, όπου g =
µ.κ.δ.(f1, . . . , fk).

Απόδειξη. Θεωρούµε πολυώνυµα f1, . . . , fk ∈ K[x] και έστω το ιδεώδες I = 〈f1, . . . , fk〉. Από

Πρόταση 1.2.7 έπεται ότι υπάρχει g ∈ K[x] τέτοιο ώστε I = 〈g〉. Καθώς 〈f1, . . . , fk〉 = 〈g〉 και

άρα fi ∈ 〈g〉 έπεται ότι g | fi, ∀i = 1, . . . , k. Θα αποδείξουµε ότι g = µ.κ.δ.(f1, . . . , fk).
Θεωρώντας έναν άλλο διαιρέτη των fi ϑα αποδείξουµε ότι υποχρεωτικά αυτός διαιρεί

το πολυώνυµο g καταλήγοντας έτσι στο Ϲητούµενο. ΄Οπως προηγουµένως, από τη σχέση

〈f1, . . . , fk〉 = 〈g〉 έπεται ότι g ∈ 〈f1, . . . , fk〉, ισοδύναµα ότι :

∃ a1, . . . , ak ∈ K[x] : g = a1f1 + · · ·+ akfk (∗)
΄Εστω h ∈ K[x] µε h | fi, ∀i = 1, . . . , k. Λόγω (*) έχουµε ότι h | g και το Ϲητούµενο

αποδείχτηκε.

4Τα µοναδικά ιδεώδη ενός σώµατος K είναι το {0} και το ίδιο το K.
5Συµβολίζουµε µε

〈f1, . . . , fk〉 = {
k
∑

i=1

uifi : ui ∈ K[x], i = 1, . . . , k},

το σύνολο το οποίο περιέχει τα αθροίσµατα των πολυωνύµων fi µε συντελεστές πολυώνυµα του K[x], το οποίο

ϑα καλείται το σύνολο που παράγεται από τα f1, . . . , fk.
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Στην περίπτωση των κύριων ιδεωδών, έχουµε έναν άµεσο τρόπο υπολογισµού του ϱιζικού

ενός ιδεώδους όπως ϐλέπουµε στην επόµενη πρόταση. Να ϑυµίσουµε ότι ένα πολυώνυµο f
καλείται ανάγωγο αν η σχέση f = g · h για κάποια πολυώνυµα στον δακτύλιο K[x1, . . . , xn]
συνεπάγει ότι ένα εκ των g, h είναι σταθερό. Αποδεικνύεται ότι κάθε πολυώνυµο µπορεί να

γραφεί µε µοναδικό τρόπο ως γινόµενο αναγώγων πολυωνύµων, δηλαδή:

f = κfα1

1 · fα2

2 · · · fαs

s , κ ∈ K

όπου τα fi, i = 1, . . . , s είναι διαφορετικά µεταξύ τους (έχοντας λάβει µαζί όσα είναι µεταξύ

τους πολλαπλάσια).

Πρόταση 1.2.8. ΄Εστω f ∈ S = K[x1, . . . , xn] και I = 〈f〉 κύριο ιδεώδες του δακτυλίου. Εάν

f = κfα1

1 · fα2

2 · · · fαs
s , κ ∈ K η παραγοντοποίηση του πολυωνύµου σε γινόµενο διαφορετικών

αναγώγων πολυωνύµων, τότε :
√
I =

√

〈f〉 = 〈f1 · · · fs〉.

Απόδειξη. ΄Εστω πολυώνυµο f = κfα1

1 fα2

2 · · · fαs
s , κ ∈ K µε I = 〈f〉. Θα αποδείξουµε αρχικά

ότι 〈f1 · · · fs〉 ⊆
√
I. Επιλέγοντας οποιονδήποτε ακέραιο ν > α1, . . . , αs έχουµε ότι :

(f1 · · · fs)ν =
(

f ν−α1

1 · · · f ν−αs

s κ−1
)

f
ν−αi∈N=⇒ (f1 · · · fs)ν ∈ I =⇒ f1 · · · fs ∈

√
I

=⇒ 〈f1 · · · fs〉 ⊆
√
I.

Αντίστροφα, ϑεωρούµε στοιχείο g ∈
√
I. Από τον ορισµό του ϱιζικού έπεται ότι :

∃ν ∈ N>0 : gν ∈ I =⇒ gν = h · f, h ∈ S.

Αν g = gβ1

1 gβ2

2 · · · gβm
m η παραγοντοποίηση του g σε ανάγωγα πολυώνυµα, έχουµε ότι :

gβ1ν
1 gβ2ν

2 · · · gβmν
m = h · κfα1

1 fα2

2 · · · fαs

s .

Από τη µοναδικότητα της παραγοντοποίησης έπεται ότι τα ανάγωγα πολυώνυµα σε κάθε

πλευρά πρέπει να ταυτίζονται (ή πολλαπλάσια ως προς σταθερά των άλλων). Ισοδύναµα,

κάθε fi, i = 1, . . . , s πρέπει να είναι ίσο µε ένα πολλαπλάσιο (ως προς σταθερά) κάποιου

gj, j = 1, . . . , m, δηλαδή το πολυώνυµο g είναι πολλαπλάσιο του f1 · · · fs και το Ϲητούµενο

αποδείχτηκε.

Επανερχόµαστε στην περίπτωση που ϐρισκόµαστε σε έναν πολυωνυµικό δακτύλιο S =
K[x1, . . . , xn]. Θα συµβολίζουµε µε

〈f1, . . . , fs〉 = {
s
∑

i=1

uifi : ui ∈ S, i = 1, . . . , s},

το σύνολο το οποίο περιέχει όλους τους συνδυασµούς αθροισµάτων των πολυωνύµων fi µε

συντελεστές πολυώνυµα του πολυωνυµικού δακτυλίου K[x1, . . . , xn], το οποίο και ϑα κα-

λείται το σύνολο που παράγεται από τα f1, . . . , fs. Εύκολα συµπεραίνουµε ότι το σύνολο

I = 〈f1, . . . , fs〉 είναι ένα ιδεώδες του S. Το σύνολο {f1, . . . , fs} καλείται σύνολο γεννη-

τόρων (ϐάση) του ιδεώδους I. Σε αυτή τη περίπτωση το ιδεώδες καλείται πεπερασµένα

παραγόµενο.
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Ορισµός 1.2.9. Θεωρούµε I ιδεώδες ενός δακτυλίου R και έστω Λ ⊆ I µε την ιδιότητα

I = 〈Λ〉. Το σύνολο Λ καλείται ϐάση του ιδεώδους.

Η ϐάση για ένα ιδεώδες πάντα υπάρχει, αλλά δεν είναι µοναδική. Για παράδειγµα, έστω

ότι ϐρισκόµαστε στον πολυωνυµικό δακτύλιο δύο µεταβλητών Q[x, y]. Θεωρούµε το ιδεώδες

I = 〈x, y〉 ⊳ Q[x, y]. Εύκολα µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι :

I = 〈x, y〉 = 〈x, x− y, x2020 − 1

2020
y3 + xy〉.

Στην παραπάνω σχέση, ϐλέπουµε δύο διαφορετικές ϐάσεις για το ιδεώδες I. Η πρώτη είναι

ένα σύνολο γεννητόρων που αποτελείται από δύο στοιχεία, ενώ η δεύτερη αποτελείται από

τρεις γεννήτορες εκ των οποίων ο ένας αρκετά περίπλοκος. ΄Ενα από τα ϐασικά αντικείµενα

µελέτης των ϐάσεων Gröbner είναι η εύρεση του καλύτερου δυνατού συνόλου γεννητόρων για

ένα ιδεώδες.

Ορισµός 1.2.10. ΄Εστω Λ σύνολο γεννητόρων ενός ιδεώδους I του πολυωνυµικού δακτυλί-

ου S. Το Λ ϑα καλείται ελαχιστοτικό σύνολο γεννητόρων του I, εάν δεν υπάρχει γνήσιο

υποσύνολο αυτού το οποίο να παράγει το ιδεώδες I.

Επανερχόµενοι στο προηγούµενο παράδειγµα, γνωρίζουµε ότι µια ϐάση για το ιδεώδες

I είναι η B1 = {x, y}. Προφανώς, µια διαφορετική ϐάση για το ιδεώδες είναι η B2 =
{x, x − y, x2020 − 1

2020
y3 + xy}. Η ϐάση B1 είναι ελαχιστοτική, κάτι το οποίο δεν ισχύει για

την ϐάση B2 καθώς B1 ( B2 και I = 〈B1〉. Είναι προφανές ότι η καλύτερη δυνατή επιλογή

για ένα σύνολο γεννητόρων ενός ιδεώδους, είναι το ελαχιστοτικό σύνολο γεννητόρων.

1.3 Θεώρηµα ϐάσης του Hilbert

Μια πολύ σηµαντική έννοια στη ϑεωρία δακτυλίων, είναι οι δακτύλιοι της Noether 6:

Ορισµός 1.3.1. ΄Ενας δακτύλιος R λέγεται δακτύλιος της Noether, εάν για κάθε αύξουσα

ακολουθία ιδεωδών I1 ⊆ I2 ⊆ . . . ⊆ In ⊆ . . ., υπάρχει N ∈ N τέτοιο ώστε για κάθε m ≥ N η

ακολουθία να γίνεται σταθερή (δηλαδή IN = IN+1 = . . .).

΄Ενας ισοδύναµος ορισµός -περισσότερο οικείος- µε τον παραπάνω, είναι ο ακόλουθος :

Ορισµός 1.3.2. ΄Ενας δακτύλιος R λέγεται δακτύλιος της Noether, εάν κάθε ιδεώδες I
του δακτυλίου είναι πεπερασµένα παραγόµενο, δηλαδή υπάρχουν f1, . . . , fs ∈ R τέτοια ώστε

I = 〈f1, . . . , fs〉 για κάθε I ⊳ R.

Θεώρηµα 1.3.3. Οι Ορισµοί 1.3.1 και 1.3.2 είναι ισοδύναµοι.

6Emmy Noether (18821935). Γερµανίδα µαθηµατικός. Θεωρείται η µητέρα της σύγχρονης ΄Αλγεβρας, για

πολλούς η πιο σπουδαία γυναίκα µαθηµατικός όλων των εποχών. Ολοκλήρωσε τη διδακτορική της διατριβή στο

πανεπιστήµιο του Erlangen, υπό την επίβλεψη του Καθηγητή P. Gordan. Το έργο της στην αφηρηµένη ΄Αλγεβρα

είναι ϑεµελιώδες. Προσκαλείται από τον D. Hilbert στο πανεπιστήµιο του Γκέτινγκεν, αλλά λόγω ϕυλετικών

διακρίσεων καταφέρνει να πάρει ϑέση σε αυτό κάποια χρόνια αργότερα.
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Απόδειξη. (=⇒) ΄Εστω

I1 ⊆ I2 ⊆ · · · ⊆ In ⊆ In+1 ⊆ · · ·
µια αύξουσα ακολουθία ιδεωδών του R. Θεωρούµε το σύνολο I = ∪∞

n=1In. Παρατηρούµε ότι :

1. 0 ∈ I, αφού 0 ∈ I1.

2. Αν a, b ∈ I, τότε και a+b ∈ In ⊆ I. Πραγµατικά έστω n1, n2 ϕυσικοί αριθµοί µε a ∈ In1

και b ∈ In2
. Καθώς In1

, In2
ανήκουν στην ανωτέρω αύξουσα ακολουθία ιδεωδών, ένα εκ

των δύο είναι υποσύνολο του άλλου. ΄Αρα a, b ∈ In, όπου n = max{n1, n2}. ΄Οµως In
είναι ιδεώδες, πράγµα που σηµαίνει ότι a+ b ∈ In ⊆ I.

3. Εάν r ∈ R και a ∈ I, τότε ra ∈ In ⊆ I. Πραγµατικά a ∈ In για κάποιο ϕυσικό n, οπότε

ra ∈ In ⊆ I αφού In είναι ιδεώδες.

Βάσει των παραπάνω, γίνεται ϕανερό ότι το σύνολο I = ∪∞
n=1In είναι ιδεώδες του δακτυλίου R.

Καθώς ο R είναι δακτύλιος της Noether, το I είναι πεπερασµένα παραγόµενο και εποµένως

υπάρχουν f1, . . . , fs τέτοια ώστε I = 〈f1, . . . , fs〉. ΄Οµως I = ∪∞
n=1In, οπότε υπάρχουν ϕυσικοί

αριθµοί n1, . . . , ns ούτως ώστε f1 ∈ In1
, . . . , fs ∈ Ins

. ΄Εστω N = max{n1, . . . , ns}, τότε

f1, . . . , fs ∈ IN αφού τα In1
. . . , Ins

ανήκουν στην ανωτέρω αύξουσα ακολουθία ιδεωδών. ΄Αρα

I = ∪∞
n=1In = 〈f1, . . . , fs〉 ⊆ IN ⊆ IN+1 ⊆ · · · ⊆ ∪∞

n=1In = 〈f1, . . . , fs〉 = I.

Συνεπώς IN = IN+1 = · · · = IN+k = · · · .
(⇐=) Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι υπάρχει ένα ιδεώδες I του R που δεν είναι πεπερασµέ-

να παραγόµενο και ϑα καταλήξουµε σε άτοπο. ΄Εστω a1 ∈ I. Τότε το ιδεώδες 〈a1〉 είναι γνήσιο

υποσύνολο του ιδεώδους I, διότι σε αντίθετη περίπτωση 〈a1〉 = I που αντιτίθεται στο ότι I
δεν είναι πεπερασµένα παραγόµενο. Καθώς 〈a1〉 είναι γνήσιο υποσύνολο του ιδεώδους I, υ-

πάρχει a2 ∈ I τέτοιο ώστε a2 /∈ 〈a1〉. Το ιδεώδες 〈a1, a2〉 είναι γνήσιο υποσύνολο του ιδεώδους

I, διότι σε αντίθετη περίπτωση 〈a1, a2〉 = I που αντιτίθεται στο ότι I δεν είναι πεπερασµένα

παραγόµενο. Καθώς 〈a1, a2〉 είναι γνήσιο υποσύνολο του ιδεώδους I, υπάρχει a3 ∈ I τέτοιο

ώστε a3 /∈ 〈a1, a2〉. Η παραπάνω διαδικασία µπορεί να συνεχιστεί επ’απειρο, αφού το I δεν

είναι πεπερασµένα παραγόµενο. ΄Ετσι παίρνουµε µία αύξουσα ακολουθία ιδεωδών

〈a1〉 ⊂ 〈a1, a2〉 ⊂ · · · ⊂ 〈a1, · · · , an〉 ⊂ 〈a1, · · · , an, an+1〉 ⊂ · · ·

που δεν είναι τελικά σταθερή. Η τελευταία πρόταση έρχεται σε αντίθεση µε την υπόθεσή

µας.

Παράδειγµα 1.3.4. Κάποια ϐασικά παραδείγµατα Noetherian δακτυλίων :

1. Οι περιοχές κύριων ιδεωδών, είναι δακτύλιοι της Noether. Για παράδειγµα ο

δακτύλιος Z είναι Noetherian καθώς γνωρίζουµε ότι τα ιδεώδη αυτού είναι τα

µZ = 〈µ〉. Προφανώς είναι πεπερασµένα παραγόµενα.

2. Κάθε πεπερασµένος δακτύλιος είναι δακτύλιος της Noether, καθώς κάθε ιδεώδες

αυτού είναι πεπερασµένο και έχει ως ϐάση τον ίδιο του τον εαυτό. Για παράδειγ-

µα, οι δακτύλιοι πηλίκο της µορφής Z/nZ, µε n ∈ Z.
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3. Κάθε δακτύλιος µε πεπερασµένο πλήθος ιδεώδη είναι δακτύλιος της Noether.

Για παράδειγµα ένα οποιοδήποτε σώµα K. Τα µοναδικά του δύο ιδεώδη, το

{0} = 〈0R〉 και το K = 〈1R〉, είναι προφανώς πεπερασµένα παραγόµενα.

Παρακάτω διατυπώνουµε ένα πολύ σηµαντικό αποτέλεσµα στη Μεταθετική ΄Αλγεβρα, γνω-

στό ως Θεώρηµα ϐάσης του Hilbert 7 σύµφωνα µε το οποίο κάθε ιδεώδες ενός πολυωνυµικού

δακτυλίου είναι πεπερασµένα παραγόµενο.

Θεώρηµα 1.3.5. (Θεώρηµα ϐάσης του Hilbert) Αν ο δακτύλιος R είναι Noetherian τότε και ο

πολυωνυµικός δακτύλιος R[x] είναι Noetherian.

Απόδειξη. ΄Εστω J ⊆ R[x] ένα ιδεώδες, ϑα δείξουµε ότι το J είναι πεπερασµένα παραγόµενο.

Θεωρούµε την οικογένεια συνόλων {In}n∈N, όπου

In = {r : rxn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0 ∈ J}.

Παρατηρούµε ότι :

1. 0 ∈ In, αφού 0xn + 0xn−1 + · · ·+ 0 = 0 ∈ J .

2. Αν a, b ∈ In, τότε και a + b ∈ In. Πραγµατικά, έχουµε axn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0 ∈ J

και bxn + bn−1x
n−1 + · · ·+ b0 ∈ J , οπότε

(a+ b)xn + (an−1 + bn−1)x
n−1 + · · ·+ (a0 + b0) ∈ J

αφού J είναι ιδεώδες του R. ΄Αρα a+ b ∈ In.

3. Εάν r ∈ R και a ∈ In, τότε ra ∈ In. Καθώς axn+an−1x
n−1+ · · ·+a0 ∈ J , r ∈ R ⊂ R[x]

και J είναι ιδεώδες του R[x], έχουµε ότι

r(axn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0) = raxn + ran−1x

n−1 + · · ·+ ra0 ∈ J

και εποµένως ra ∈ In.

Βάσει των παραπάνω, γίνεται ϕανερό ότι κάθε In είναι ιδεώδες του δακτυλίου R. Επίσης

In ⊆ In+1, αφού J είναι ιδεώδες του R[x] και εποµένως για οποιοδήποτε f = rxn+an−1x
n−1+

· · ·+ a0 ∈ J το γινόµενο xf = rxn+1 + an−1x
n + · · ·+ a0x ∈ J . ΄Ετσι παίρνουµε µια αύξουσα

ακολουθία ιδεωδών

I0 ⊆ I1 ⊆ · · · ⊆ In ⊆ In+1 ⊆ · · ·
η οποία είναι τελικά σταθερή διότι R είναι δακτύλιος της Noether. Συνεπώς, υπάρχει ϕυσικός

αριθµός N τέτοιος ώστε

IN = IN+1 = · · · = IN+k = · · · .
7D. Hilbert (1865-1943). Γερµανός µαθηµατικός, από τους µεγαλύτερους όλων των εποχών, καθηγητής

στο Πανεπιστήµιο του Γκέτινγκεν. Το έργο του σχετικό µε πολλούς και διάφορους κλάδους των µαθηµατικών

(Γεωµετρία, Συναρτησιακή Ανάλυση, Μαθηµατική Λογική, Θεωρία Αριθµών κ.α.), καθώς και της ϕυσικής.

Θεµελιώνει αξιωµατικά τη Γεωµετρία, δίνοντας πληρότητα στην αξιωµατική ϑεµελίωση που έχει προηγηθεί από

τον Ευκλείδη.
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Καθώς ο R είναι δακτύλιος της Noether, το ιδεώδες In είναι πεπερασµένα παραγόµενο και

εποµένως υπάρχουν rn1, · · · , rntn ούτως ώστε I = 〈rn1, . . . , rntn〉. Λαµβάνοντας υπόψη τον

τρόπο ορισµού των ιδεωδών In συµπεραίνουµε ότι για κάθε rnj υπάρχει fnj = rnjx
n +

an−1x
n−1 + · · ·+ a0 ∈ J . Ισχυριζόµαστε ότι

J = 〈fij : 0 ≤ i ≤ N, 1 ≤ j ≤ ti〉.

Θέτουµε J∗ = 〈fij : 0 ≤ i ≤ N, 1 ≤ j ≤ ti〉. Θα δείξουµε ότι J∗ ⊆ J και J ⊆ J∗. Η πρώτη

σχέση είναι προφανής επειδή κάθε fij ∈ J . Για την δεύτερη σχέση ϑεωρούµε ένα στοιχείο

f = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a0 ∈ J . Θα δείξουµε µε επαγωγή επί του n ότι f ∈ J∗. Για

n = 0 έχουµε f = a0 ∈ J , οπότε f = a0 ∈ I0 = 〈r01, . . . , r0t0〉 = 〈f01, . . . , f0t0〉 και εποµένως

f ∈ J∗.

Υποθέτουµε ότι κάθε στοιχείο του J που γράφεται στην µορφή f = anx
n + an−1x

n−1 +
· · ·+ a0 για n < k ανήκει στο J∗. Θα δείξουµε ότι η τελευταία πρόταση ισχύει και για n = k.

∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις :

i) Περίπτωση k ≤ N . ΄Εστω f = akx
k + ak−1x

k−1 + · · · + a0 ∈ J , οπότε ak ∈ Ik. ΄Αρα

υπάρχουν sj ∈ R τέτοια ώστε ak =
∑tk

j=1 sjrkj. Το πολυώνυµο g =
∑tk

j=1 sjfkj =

akx
k + bk−1x

k−1 + · · ·+ b0 ανήκει στο J∗ ⊆ J και εποµένως f − g ∈ J . ΄Οµως f − g =
(ak−1 − bk−1)x

k−1 + · · ·+ (a0 − b0), οπότε, από την υπόθεση της επαγωγής, παίρνουµε

ότι f − g ∈ J∗. Συνεπώς f ∈ J∗, αφού g ∈ J∗.

ii) Περίπτωση k > N . ΄Εστω f = akx
k + ak−1x

k−1 + · · ·+ a0 ∈ J , οπότε ak ∈ Ik = IN . ΄Αρα

υπάρχουν sj ∈ R τέτοια ώστε ak =
∑tN

j=1 sjrNj. Το πολυώνυµο g =
∑tN

j=1 sjfNjx
k−N =

akx
k + bk−1x

k−1 + · · ·+ b0 ανήκει στο J∗ ⊆ J και εποµένως f − g ∈ J . ΄Οµως f − g =
(ak−1− bk−1)x

k−1+ · · ·+(a0− b0), οπότε, από την υπόθεση της επαγωγής, λαµβάνουµε

ότι f − g ∈ J∗. ΄Αρα f ∈ J∗, αφού g ∈ J∗.

΄Αµεσα προκύπτει ότι :

Πόρισµα 1.3.6. Αν ο δακτύλιος R είναι Noetherian τότε και ο πολυωνυµικός δακτύλιος

R[x1, x2, . . . , xn] είναι Noetherian.

Να παρατηρήσουµε εδώ ότι το ϑεώρηµα ϐάσης του Hilbert µας ϐεβαιώνει για την ύπαρξη

πεπερασµένων το πλήθος γεννητόρων για ένα ιδεώδες ενός δακτυλίου. ∆εν προσδιορίζει τους

γεννήτορες. Η εύρεση του συνόλου των γεννητόρων ϑα πραγµατοποιηθεί µέσω της ϑεωρίας

των ϐάσεων Gröbner που ϑα αναπτυχθεί παρακάτω.

Με τη ϐοήθεια των ϐάσεων Gröbner επιλύουµε πολλά αλγεβρικά προβλήµατα. Κάποια

από αυτά, τα οποία ϑα προσπαθήσουµε να απαντήσουµε στα επόµενα κεφάλαια είναι :

◦ ∆οθέντος ενός πολυωνύµου ϕ και ενός ιδεώδους I = 〈ϕ1, . . . , ϕs〉 ⊆ K[x1, . . . , xn],
να µπορούµε να αποφανθούµε αν ϕ ∈ I. Στην περίπτωση αυτή, να µπορούµε να

εκφράσουµε το πολυώνυµο ϕ συναρτήσει των {ϕ1, . . . , ϕs}.

◦ Προσδιορισµός µιας ϐάσης για τον K-διανυσµατικό χώρο K[x1, . . . , xn]/I.
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◦ ∆οθέντος ιδεωδών I, J ⊆ K[x1, . . . , xn] να εξετάζουµε αν I = J .

◦ ∆οθέντος ιδεωδών I, J ⊆ K[x1, . . . , xn] να υπολογίζουµε το ιδεώδες I ∩ J .

◦ ∆οθέντος ενός πολυωνύµου ϕ και ενός ιδεώδους I = 〈ϕ1, . . . , ϕs〉 ⊆ K[x1, . . . , xn], να

µπορούµε να αποφανθούµε αν ϕ ∈
√
I.

◦ ∆οθέντος ιδεωδών I, J ⊆ K[x1, . . . , xn] να εξετάζουµε αν
√
I =

√
J .

◦ Εύρεση σηµείων τοµής επίπεδων καµπυλών.

◦ Απάντηση στο πότε δύο ιδεώδη αντιστοιχούν στην ίδια ποικιλότητα.

Πολύ σηµαντικό ϱόλο στον υπολογισµό των ϐάσεων Gröbner έχουν οι µονωνυµικές δια-

τάξεις. Τη ϑεωρία αυτών αναπτύσσουµε στο επόµενο κεφάλαιο.
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1.4 Ασκήσεις

΄Ασκηση 1. Να αποδείξετε ότι κάθε σώµα F διαθέτει µόνον δύο ιδεώδη, τα F και {0}.

΄Ασκηση 2. ∆είξτε ότι κάθε ιδεώδες του δακτυλίου των ακεραίων Z είναι της µορφής

〈n〉 = nZ = {nk : k ∈ Z}.

΄Ασκηση 3. ΄Εστω I = 〈m〉 και J = 〈n〉 δυο ιδεώδη στον δακτύλιο των ακεραίων Z. ∆είξτε ότι :

α) IJ = 〈mn〉

β) Is = 〈ms〉

γ) I + J = µ.κ.δ.(m,n)

δ) I ∩ J = ε.κ.π.(m,n).

Στη συνέχεια υπολογίστε τα ιδεώδη I : J και
√
I.

΄Ασκηση 4. ∆είξτε ότι αν τα I, J, L είναι ιδεώδη ενός δακτυλίου R, τότε ισχύει

I(J + L) = IJ + IL.

΄Ασκηση 5. ∆είξτε ότι τα ιδεώδη I = 〈f1, . . . , fs〉 και J = 〈g1, . . . , gt〉 είναι ίσα αν και µόνο αν

fi ∈ J, 1 ≤ i ≤ s, και gi ∈ I, 1 ≤ i ≤ t.

΄Ασκηση 6. ∆είξτε ότι τα ιδεώδη I = 〈x + xy, y + xy, x2, y2〉 και J = 〈x, y〉 ταυτίζονται στον

K[x, y].

΄Ασκηση 7. ∆είξτε ότι το σύνολο
√
I είναι ιδεώδες του R για το οποίο ισχύει

I ⊂
√
I και

√
I =

√√
I.

΄Ασκηση 8. ∆είξτε ότι το σύνολο {x, x−y, x+y−z, x2−y3, xy2005z−123x3y24+z8−πxyz5+√
56y1001z} είναι ϐάση του ιδεώδους I = 〈x, y, z〉 ⊂ C[x, y, z].

΄Ασκηση 9. Βρείτε µια πεπερασµένη ϐάση (σύνολο γεννητόρων) για κάθε ένα από τα παρακάτω

ιδεώδη του K[x, y, z]:

1. I = 〈xn − nyn : n ∈ N〉

2. J = 〈xnyn − 3 : n ∈ N〉

3. L = 〈xny − zn+1 : n ∈ N〉

Να εξετάσετε ιδιαιτέρως την περίπτωση που η χαρακτηριστική8 του σώµατος K είναι 2 ή 3.

8Θυµίζουµε ότι, σε έναν δακτύλιο R, ο ελάχιστος α ∈ N∗ τέτοιος ώστε α · x = 0, ∀x ∈ R, καλείται χαρακτη-

ϱιστική του δακτυλίου και συµβολίζεται µε char(R). Αν δεν υπάρχει τέτοιος αριθµός, τότε ϑέτουµε char(R)=0.

Για παράδειγµα char(Zn) = n.
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Κεφάλαιο 2

Μονωνυµικές διατάξεις και διαίρεση

πολυωνύµων

2.1 Η έννοια της µονωνυµικής διάταξης

Στη ϑεωρία των ϐάσεων Gröbner καθοριστικός είναι ο ϱόλος της διάταξης των όρων ενός πο-

λυωνύµου. Σε έναν πολυωνυµικό δακτύλιο, έστω R[x], η διάταξη των πραγµατικών αριθµών

(δηλαδή των πολυωνύµων µηδενικού ϐαθµού), είναι κάτι που είναι οικείο από τα µαθητικά

µας χρόνια, για παράδειγµα :

−6 < 1 <
√
2 < π < 10, 2 < . . . .

Το ίδιο οικείο είναι το να διατάξουµε στον δακτύλιο αυτό τα µονώνυµά του. Ο προφανής και

µοναδικός (όπως ϑα δούµε) τρόπος είναι ϐάσει των ϐαθµών τους, δηλαδή

1 < x < x2 < x3 < . . . .

Τα προβλήµατα εµφανίζονται, όταν ϐρισκόµαστε σε πολυωνυµικό δακτύλιο µε περισσότερες

από µια µεταβλητές, ας είναι ο K[x, y]. Το να διατάξουµε τα µονώνυµα x2 και x2y6 δε

ϕαντάζει µη οικείο, καθώς και σε αυτή τη περίπτωση ακολουθώντας τη ϑεώρηση των ϐαθµών,

ένας τρόπος είναι να πούµε ότι x2 < x2y6 µε το δεύτερο µονώνυµο να έχει ϐαθµό οκτώ ενώ

το πρώτο δύο. Στην περίπτωση όµως που πρέπει να διατάξουµε τα x2y6 και x4y4, µε ποιον

τρόπο ϑα το κάνουµε;
Θα δούµε και παρακάτω ότι πολύχρηστο εργαλείο στον υπολογισµό των ϐάσεων Gröbner

είναι η διαίρεση πολυωνύµων. Γνωρίζουµε από τον Ευκλείδειο αλγόριθµο της διαίρεσης, ότι

για τη διαίρεση δύο πολυωνύµων σε έναν πολυωνυµικό δακτύλιο, απαιτείται να εργαζόµαστε

µε τους µεγιστοβάθµιους όρους αυτών. Συνεπώς, δοθέντος ενός πολυωνύµου η πρώτη µας

δουλειά είναι να διατάξουµε τους όρους αυτού από τον µεγαλύτερο στον µικρότερο. Για

παράδειγµα, έστω το πολυώνυµο

ϕ(x) = x3
1x2x

2
3 + x4

1x2x3 − x2
2x

4
3 ∈ K[x1, x2, x3].

Το πρόβληµα που αντιµετωπίζουµε είναι ακριβώς ίδιο µε το αντίστοιχο που έχει περιγραφεί

στην προηγούµενη παράγραφο. Χρειάζεται να διατάξουµε από το µεγαλύτερο στο µικρότερο

21
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τα µονώνυµα x3
1x2x

2
3, x

4
1x2x3,−x2

2x
4
3 από τα οποία αποτελείται το πολυώνυµο ϕ(x). Ο σκο-

πός του παρόντος κεφαλαίου είναι να επιλύσει το παραπάνω πρόβληµα µε την ϐοήθεια των

µονωνυµικών διατάξεων.

Για να ορίσουµε την έννοια της µονωνυµικής διάταξης, απαραίτητοι είναι οι ορισµοί της

µερικής και της ολικής διάταξης.

Ορισµός 2.1.1. Μια µερική διάταξη σε ένα σύνολο X είναι µια σχέση ≺ υπεράνω του X , η

οποία ικανοποιεί τις εξής ιδιότητες :

1. δεν ισχύει α ≺ α, ∀α ∈ X και

2. αν α ≺ β και β ≺ γ =⇒ α ≺ γ, ∀α, β, γ ∈ X.

Παράδειγµα 2.1.2. Το πιο απλό παράδειγµα µερικής διάταξης είναι η έννοια του

υποσυνόλου ⊂. Πραγµατικά, έστω σύνολο X. Τότε προφανώς δεν ισχύει A ⊂ A, ∀A ⊂
X. Επίσης, αν A ⊂ B και B ⊂ Γ τότε έπεται ότι A ⊂ Γ, ∀A,B, Γ ⊂ X.

Ορισµός 2.1.3. Μια µερική διάταξη � στο σύνολο X καλείται ολική διάταξη, αν για οποια-

δήποτε α, β ∈ X µε α 6= β ισχύει είτε α ≺ β είτε β ≺ α.

Η µερική διάταξη του υποσυνόλου που αναφέραµε προηγουµένως, δεν αποτελεί ολική

διάταξη. Για παράδειγµα ας ϑεωρήσουµε το σύνολο N των ϕυσικών αριθµών και έστω τα

υποσύνολα A = {1, 2, 3} και B = {3, 4} αυτού. Τότε δεν ισχύει κάποιο εκ των είτε A ⊆ B
είτε B ⊆ A.

Είµαστε έτοιµοι να περάσουµε στον ορισµό της µονωνυµικής διάταξης. Βρισκόµαστε στον

πολυωνυµικό δακτύλιο S = K[x1, . . . , xn]. Θυµίζουµε ότι το σύνολο των µονωνύµων αυτού

το έχουµε συµβολίσει µε :

Tn = {xα1

1 · · ·xαn

n , αi ∈ N, i = 1, . . . , n} =

= {xα, α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn}.

Ορισµός 2.1.4. Ορίζουµε ως µονωνυµική διάταξη στο σύνολο Tn, µια ολική διάταξη < η

οποία ικανοποιεί τα εξής :

1. Αν 1 6= xα, τότε υποχρεωτικά 1 < xα, ∀xα ∈ Tn και

2. Αν xα,xβ ∈ Tn µε xα < xβ =⇒ xαxγ < xβxγ, ∀xγ ∈ Tn.

Μια χρήσιµη ιδιότητα των µονωνυµικών διατάξεων είναι η παρακάτω:

Πρόταση 2.1.5. ΄Εστω ≤ µονωνυµική διάταξη στον S. Αν xα,xβ ∈ Tn τέτοια ώστε xα | xβ,

τότε xα ≤ xβ.

Απόδειξη. Θεωρούµε τα µονώνυµα xα,xβ ∈ Tn. Καθώς xα | xβ έπεται ότι υπάρχει µονώνυµο

xγ ∈ Tn τέτοιο ώστε xβ = xαxγ. Καθώς η διάταξη ≤ µονωνυµική, εξ ορισµού (ιδιότητα 1)

έχουµε ότι :

1 ≤ xγ (ιδιότητα 2)
=⇒ xα ≤ xαxγ = xβ.
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Ορισµός 2.1.6. Μια ολική διάταξη σε ένα σύνολο X ϑα λέγεται καλά διατεταγµένη, αν για

οποιοδήποτε S ⊆ X µε S 6= ∅, το S έχει ελάχιστο στοιχείο.

Οι µονωνυµικές διατάξεις στο σύνολο Tn είναι καλά διατεταγµένες όπως ϐλέπουµε στο

παρακάτω ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 2.1.7. Για οποιοδήποτε σύνολο A ⊆ Tn, υπάρχει xα ∈ A τέτοιο ώστε xα ≤
xβ, ∀xβ ∈ A.

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε το Ϲητούµενο µε επαγωγή σε άτοπο. Υποθέτουµε το αντίθετο.

Ισοδύναµα:

∃ xαi ∈ Tn, i = 1, 2, . . . µε xα1 > xα2 > xα3 > · · · (∗)
Θεωρούµε τα ιδεώδη 〈xα1〉, 〈xα1,xα2〉, 〈xα1 ,xα2 ,xα3〉, . . . του πολυωνυµικού δακτυλίου S =
K[x1, . . . , xn]. Προφανώς 〈xα1 , . . . ,xαi〉 ⊆ 〈xα1 , . . . ,xαi ,xαi+1〉 για όλα τα i = 1, 2, . . .. Υπο-

ϑέτουµε ότι υπάρχει δείκτης i τέτοιος ώστε 〈xα1 , . . . ,xαi〉 = 〈xα1 , . . . ,xαi ,xαi+1〉. Συνεπώς,

xαi+1 ∈ 〈xα1 , . . . ,xαi〉 =⇒ ∃ uj ∈ K : xαi+1 =
i
∑

j=1

ujx
αj .

Για να έχει νόηµα η τελευταία ισότητα, πρέπει υποχρεωτικά το xαi+1 να εµφανίζεται και στο

δεξιό µέλος σε κάποιο όρο του αθροίσµατος. ∆ηλαδή,

∃ j µε 1 ≤ j ≤ i : xαj | xαi+1
Πρόταση 2.1.5

=⇒ xαi+1 ≥ xαj

για κάποιο j µε 1 ≤ j ≤ i, κάτι το οποίο αντιβαίνει στη σχέση (∗). Συνεπώς ισχύει

〈xα1 , . . . ,xαi〉 ( 〈xα1 , . . . ,xαi ,xαi+1〉 για όλα τα i = 1, 2, . . .

΄Ετσι λαµβάνουµε µια αύξουσα ακολουθία ιδεωδών η οποία δε γίνεται ποτέ σταθερή, άτοπο

στο ϑεώρηµα ϐάσης του Hilbert.

2.2 Κατασκευάζοντας µονωνυµικές διατάξεις

Θεωρούµε ότι ϐρισκόµαστε στον πολυωνυµικό δακτύλιο K[x1, . . . , xn]. Στην παρούσα ενότητα

αρχικά ϑα ορίσουµε διάφορες ϐασικές µονωνυµικές διατάξεις. Οι µονωνυµικές διατάξεις

ϐάρους και γινοµένου τις οποίες και ϑα ορίσουµε, ϑα µας ϐοηθήσουν στο να καταλάβουµε

µε ποιο τρόπο κατασκευάζουµε µονωνυµικές διατάξεις. Προϋπόθεση για να ορίζουµε µια

µονωνυµική διάταξη, είναι να συµφωνούµε αρχικά σε µία διάταξη µεταξύ των µεταβλητών

του δακτυλίου µας.

2.2.1 Η λεξικογραφική διάταξη

Μία από τις περισσότερο εύχρηστες µονωνυµικές διατάξεις είναι η λεξικογραφική διάταξη.
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Ορισµός 2.2.1. Ορίζουµε τη λεξικογραφική διάταξη (<lex) στο Tn µε x1 > x2 > · · · > xn ως

εξής :

Για α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn) ∈ Nn ορίζουµε :

xα <lex x
β ⇐⇒

οι πρώτες συνιστώσες αi, βi (στα α, β αντίστοιχα) από τα αριστερά οι οποίες είναι διαφορετικές,

ικανοποιούν αi < βi.

Παράδειγµα 2.2.2. Ας δούµε κάποια παραδείγµατα στους πολυωνυµικούς δακτυλί-

ους δύο, τριών και τεσσάρων µεταβλητών αντίστοιχα.

1. ΄Εστω ο πολυωνυµικός δακτύλιος K[x1, x2] µε x1 > x2. ∆ιατάσσοντας όλα τα

µονώνυµα αυτού σύµφωνα µε τη λεξικογραφική διάταξη, έχουµε :

1 <lex x2 <lex x
2
2 <lex · · · <lex x1 <lex x1x2 <lex x1x

2
2 <lex · · · <lex x

2
1 <lex · · ·

2. ΄Εστω ο πολυωνυµικός δακτύλιος K[x1, x2, x3] µε x1 > x2 > x3. ∆ιατάσσοντας

όλα τα µονώνυµα αυτού σύµφωνα µε τη λεξικογραφική διάταξη, έχουµε :

1 <lex x3 <lex x
2
3 <lex · · · <lex x2 <lex x2x3 <lex x2x

2
3 <lex · · · <lex x

2
2x3 <lex

<lex x
2
2x

2
3 <lex · · · <lex x1 <lex · · · <lex x1x2x3 <lex x1x2x

2
3 <lex x

2
1 <lex · · ·

3. ΄Εστω ο πολυωνυµικός δακτύλιος K[x1, x2, x3, x4] µε x1 > x2 > x3 > x4. Θα

διατάξουµε µε τη λεξικογραφική διάταξη τα µονώνυµα

µ1 = x2
1, µ2 = x1x2x

2
4, µ3 = x1x2x4, µ4 = x1x

2
2x3x

2017
4 ∈ T4.

Παρατηρούµε ότι :

α1 = (2, 0, 0, 0), α2 = (1, 1, 0, 2), α3 = (1, 1, 0, 1), α4 = (1, 2, 1, 2017).

Σύµφωνα µε τον ορισµό κοιτάζοντας τα διανύσµατα αi, συγκρίνουµε αρχικά τη

πρώτη συνιστώσα αυτών. Μεγαλύτερο είναι το µονώνυµο που έχει τη µεγαλύτερη

τιµή σε αυτή. Αν είναι ίσες, τότε προχωράµε στη σύγκριση της 2ης συνιστώσας

κ.ο.κ.. Καθώς το α1 = (2, 0, 0, 0) έχει το 2 ως πρώτη συνιστώσα και όλα τα άλλα

µονώνυµα έχουν το 1, το µ1 = x2
1 είναι το µεγαλύτερο από αυτά. Προχωράµε

στη σύγκριση των υπολοίπων τριών. Καθώς έχουν όλα κοινή πρώτη συνιστώσα,

µεγαλύτερο είναι αυτό που έχει µεγαλύτερη αριθµητική τιµή στη 2η συνιστώσα.

Αυτό είναι το α4, δηλαδή το δεύτερο στη σειρά µεγαλύτερο µονώνυµο είναι το

µ4 = x1x
2
2x3x

2017
4 . Μένει να συγκρίνουµε τα µ2, µ3. Αυτά στα αντίστοιχα διανύ-

σµατά τους έχουν κοινές τις πρώτες τρεις συνιστώσες. ΄Αρα για να τα συγκρίνουµε

ϐλέπουµε την 4η συνιστώσα (όπως λέει ο ορισµός, τις πρώτες από τα αριστερά

που είναι διαφορετικές). Σε αυτή, µεγαλύτερη αριθµητική τιµή έχει το διάνυσµα

α2 και συνεπώς:

x1x2x4 <lex x1x2x
2
4 <lex x1x

2
2x3x

2017
4 <lex x

2
1.
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΄Οπως παρατηρούµε και στα προηγούµενα παραδείγµατα, στη λεξικογραφική διάταξη

όρων στον πολυωνυµικό δακτύλιο K[x1, x2, . . . , xn] µε x1 > x2 > . . . > xn, ανάµεσα σε

δύο µονώνυµα µεγαλύτερο είναι το µονώνυµο µε τα περισσότερα x1. Αν αυτά έχουν ίδιο

πλήθος x1, τότε µεγαλύτερο είναι το µονώνυµο µε τα περισσότερα x2 κ.ο.κ.. Πάντα εξαρτάται

από τον τρόπο που έχουµε διατάξει αρχικά τις µεταβλητές του πολυωνυµικού δακτυλίου.

΄Ετσι γίνεται κατανοητό ότι η οποιαδήποτε µετάθεση στη αρχική διάταξη των µεταβλητών ενός

πολυωνυµικού δακτυλίου, οδηγεί και σε διαφορετική διάταξη όρων όταν εφαρµόσουµε τη

λεξικογραφική διάταξη.

Παρατήρηση 2.2.3. Προσοχή ϑέλει αν διατάσσουµε τα µονώνυµα µε τη διανυσµατική

ϑεώρηση. Για παράδειγµα, ϐρισκόµαστε στον πολυωνυµικό δακτύλιο K[x1, x2, x3, x4] µε

x1 > x2 > x3 > x4 και ϑέλουµε να διατάξουµε ως προς τη λεξικογραφική διάταξη τα µονώ-

νυµα x2
1x

2
3x2x4 και x2

1x2x
2
4x3. Για να τα συγκρίνουµε, αποφεύγοντας τυχόν λάθη προτείνεται

αρχικά να τα γράφουµε διατάσσοντας τις µεταβλητές µέσα στα µονώνυµα µε τη σειρά που

έχει γίνει η διάταξη αυτών στον πολυωνυµικό δακτύλιο. ∆ηλαδή,

xα1 = x2
1x

2
3x2x4 = x2

1x2x
2
3x4 =⇒ α1 = (2, 1, 2, 1)

και

xα2 = x2
1x2x

2
4x3 = x2

1x2x3x
2
4 =⇒ α2 = (2, 1, 1, 2).

Κοιτάζοντας τώρα τα δύο διανύσµατα α1, α2, η πρώτη από τα αριστερά συνιστώσα που είναι

διαφορετική είναι η 3η αυτών. Παρατηρούµε ότι µεγαλύτερη αριθµητική τιµή έχει το πρώτο

διάνυσµα και ϐάσει του ορισµού έπεται ότι :

x2
1x2x3x

2
4 <lex x

2
1x2x

2
3x4.

Πρόταση 2.2.4. Η διάταξη <lex είναι µονωνυµική διάταξη.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ϐρισκόµαστε στον πολυωνυµικό δακτύλιο K[x1, . . . , xn], µε x1 > . . . >
xn.

Γνωρίζουµε ότι µια µονωνυµική διάταξη στον K[x1, . . . , xn], είναι µια ολική διάταξη στο

Tn µε τις εξής ιδιότητες :

1. 1 < xα, για κάθε µονώνυµο xα ∈ Tn, xα 6= 1 και

2. αν xα < xβ, τότε xαxγ < xβxγ , ∀xγ ∈ Tn.

Για να αποδείξουµε το Ϲητούµενο, ϑα δείξουµε αρχικά ότι η <lex είναι ολική διάταξη και

στη συνέχεια ότι ικανοποιούνται οι παραπάνω δύο ιδιότητες. Για το ότι η <lex είναι ολική

διάταξη, αρχικά παρατηρούµε ότι είναι µερική. Πραγµατικά, προφανώς δε µπορεί να ισχύει

xα <lex xα καθώς α − α = 0 και άρα xα = xα. ΄Εστω xα,xβ,xγ ∈ Tn µε xα <lex xβ και

xβ <lex xγ . Συνεπώς έχουµε ότι αi < βi και αk = βk, ∀k = 1, 2, . . . i − 1 και βj < γj µε

βm = γm, ∀m = 1, 2, . . . j − 1. ∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις :

i = j: ΄Επεται ότι αi < βi = βj < γj = γi και αk = βk = γk, ∀k = 1, . . . , i− 1.

i > j: Αντίστοιχα, έχουµε ότι αi < βi και βj < γj µε αk = βk, ∀k = 1, . . . , i − 1. Κοιτάζοντας

τους j όρους έπεται ότι : αj = βj < γj και αλ = γλ, ∀λ = 1, . . . , j.
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i < j: Αντίστοιχα, έχουµε ότι αi < βi και βj < γj µε βk = γk, ∀k = 1, . . . , j − 1. Κοιτάζοντας

τους i όρους έπεται ότι : αi < βi = γi και αµ = γµ, ∀µ = 1, . . . , i− 1.

Συµπεραίνουµε ότι xα <lex x
γ και άρα η διάταξή µας είναι µερική. Τέλος, οι συντεταγµένες

των α, β είτε ϑα είναι όλες ίδιες και άρα xα = xβ είτε η πρώτη που ϑα διαφέρουν ϑα είναι

ϑετική και άρα xα >lex x
β είτε αρνητική από όπου ϑα έχουµε xα <lex x

β. Συµπεραίνουµε ότι

η <lex είναι ολική διάταξη.

Προφανώς 1 <lex xα, για κάθε µονώνυµο xα ∈ Tn, xα 6= 1 καθώς σε αυτή τη περίπτωση

α 6= (0, . . . , 0) και καθώς αi ∈ N0 ϑα υπάρχει τουλάχιστον µια ϑετική συντεταγµένη στην

οποία ϑα οφείλεται και η ανισότητα. Τέλος αν xα,xβ,xγ ∈ Tn µε xα <lex x
β συµπεραίνουµε

ότι αi < βi και αk = βk, ∀k = 1, 2, . . . i− 1. Προσθέτοντας στις σχέσεις αυτές τις συνιστώσες

γi του γ έχουµε ότι αi + γi < βi + γi και αk + γk = βk + γk, ∀k = 1, 2, . . . i − 1. ΄Αρα

xαxγ <lex x
βxγ και η απόδειξη ολοκληρώθηκε.

2.2.2 Η ϐαθµωτή λεξικογραφική διάταξη

Συνεχίζοντας στις ϐασικές µονωνυµικές διατάξεις, προχωράµε στον ορισµό της ϐαθµωτής

λεξικογραφικής διάταξης.

Ορισµός 2.2.5. Ορίζουµε τη ϐαθµωτή λεξικογραφική διάταξη (<deglex) στο Tn µε x1 > x2 >
· · · > xn ως εξής :

Για α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn) ∈ Nn ορίζουµε :

xα <deglex x
β ⇐⇒

n
∑

i=1

αi <

n
∑

i=1

βi.

Αν
n
∑

i=1

αi =
n
∑

i=1

βi, τότε xα <deglex x
β ⇐⇒ xα <lex x

β.

Συµπεραίνουµε ότι στη ϐαθµωτή λεξικογραφική διάταξη στον πολυωνυµικό δακτύλιο

K[x1, . . . , xn] µε x1 > · · · > xn για να συγκρίνουµε δύο µονώνυµα αρχικά κοιτάζουµε τον

συνολικό τους ϐαθµό. Αν αυτός είναι ίδιος, τότε συγκρίνουµε τα µονώνυµα ϐάσει της λεξικο-

γραφικής διάταξης που ορίσαµε προηγουµένως. ∆ηλαδή, µεγαλύτερα είναι τα µονώνυµα µε

τα περισσότερα x1. Αν έχουν το ίδιο πλήθος x1 τότε µεγαλύτερα είναι αυτά µε τα περισσότερα

x2 κ.ο.κ.. Προφανώς και στη ϐαθµωτή λεξικογραφική διάταξη η οποιαδήποτε µετάθεση στη

διάταξη των µεταβλητών ενός πολυωνυµικού δακτυλίου, οδηγεί και σε διαφορετική ϐαθµωτή

λεξικογραφική διάταξη.

Παράδειγµα 2.2.6. Ας δούµε δύο παραδείγµατα στους πολυωνυµικούς δακτυλίους

δύο και τριών µεταβλητών αντίστοιχα.

1. ΄Εστω ο πολυωνυµικός δακτύλιος K[x1, x2] µε x1 > x2. ∆ιατάσσοντας όλα τα

µονώνυµα αυτού σύµφωνα µε τη ϐαθµωτή λεξικογραφική διάταξη, έχουµε :

1 <deglex x2 <deglex x1 <deglex x
2
2 <deglex x1x2 <deglex x

2
1 <deglex
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<deglex x
3
2 <deglex x1x

2
2 <deglex x

2
1x2 <deglex x

3
1 <deglex · · ·

2. ΄Εστω ο πολυωνυµικός δακτύλιος K[x1, x2, x3] µε x1 > x2 > x3. Θα διατάξουµε

µε τη ϐαθµωτή λεξικογραφική διάταξη τα µονώνυµα

µ1 = x2
3, µ2 = x1, µ3 = x1x2x

2
3, µ4 = x1x

2
2x3, µ5 = x4

1 ∈ T3.

΄Αµεσα λόγω ϐαθµών, παρατηρούµε ότι µ2 <deglex µ1 εκ των οποίων και τα δύο

είναι µικρότερα από τα µ3, µ4, µ5 τα οποία έχουν ϐαθµό τέσσερα. Μένει να διατά-

ξουµε τα µ3, µ4, µ5. Καθώς οι ϐαθµοί αυτών είναι ίδιοι, διατάσσονται σύµφωνα µε

τη λεξικογραφική διάταξη. ∆ηλαδή, µεγαλύτερο είναι αυτό µε τα περισσότερα x1.

Συνεπώς, µεγαλύτερο είναι το µονώνυµο µ5 = x4
1. Τα µ3 = x1x2x

2
3, µ4 = x1x

2
2x3

έχουν ίδιο πλήθος x1 και άρα συγκρίνουµε το πλήθος των x2, όπου υπερτερεί το

µονώνυµο µ4. Συγκεντρώνοντας τα παραπάνω έχουµε ότι :

x1 <deglex x
2
3 <deglex x1x2x

2
3 <deglex x1x

2
2x3 <deglex x

4
1.

΄Οπως και µε τη λεξικογραφική διάταξη, και η ϐαθµωτή λεξικογραφική είναι µονωνυµική

διάταξη.

Πρόταση 2.2.7. Η διάταξη <deglex είναι µονωνυµική διάταξη.

Απόδειξη. Αντίστοιχα µε την απόδειξη της Πρότασης 2.2.4.

2.2.3 Η αντίστροφη ϐαθµωτή λεξικογραφική διάταξη

Βρισκόµαστε στον πολυωνυµικό δακτύλιο K[x1, . . . , xn] µε x1 > · · · > xn. Η επόµενη µονω-

νυµική διάταξη που ορίζουµε είναι η αντίστροφη ϐαθµωτή λεξικογραφική διάταξη.

Ορισµός 2.2.8. Ορίζουµε την αντίστροφη ϐαθµωτή λεξικογραφική διάταξη (<degrevlex) στο

Tn µε x1 > x2 > · · · > xn ως εξής :

Για α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn) ∈ Nn ορίζουµε :

xα <degrevlex x
β ⇐⇒

n
∑

i=1

αi <
n
∑

i=1

βi.

Αν
n
∑

i=1

αi =
n
∑

i=1

βi, τότε xα <degrevlex x
β ⇐⇒

οι πρώτες συνιστώσες αi, βi (στα α, β αντίστοιχα) από τα δεξιά οι οποίες είναι διαφορετικές,

ικανοποιούν αi > βi.

Κάνοντας ανάγνωση τον ορισµό της αντίστροφης ϐαθµωτής λεξικογραφικής διάταξης, πα-

ϱατηρούµε ότι και σε αυτή τη µονωνυµική διάταξη πρωτεύοντα ϱόλο έχει ο ϐαθµός των

µονωνύµων. Αν δύο µονώνυµα έχουν τον ίδιο ϐαθµό, τότε µεγαλύτερο είναι αυτό που έχει

τα λιγότερα xn (δηλαδή τα λιγότερα από τη µικρότερη - ως προς τη διάταξη µεταβλητών που
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αρχικά έχουµε δώσει - µεταβλητή στον πολυωνυµικό µας δακτύλιο). Αν έχουν το ίδιο πλήθος

xn, τότε µεγαλύτερο είναι αυτό που έχει τα λιγότερα xn−1 κ.ο.κ.. ΄Οπως και στις προηγού-

µενες διατάξεις είναι ευνόητο ότι η οποιαδήποτε µετάθεση στη διάταξη των µεταβλητών ενός

πολυωνυµικού δακτυλίου, οδηγεί και σε διαφορετική αντίστροφη ϐαθµωτή λεξικογραφική

διάταξη.

Παράδειγµα 2.2.9. Βρισκόµαστε στον πολυωνυµικό δακτύλιο K[x1, x2, x3] µε x1 >
x2 > x3. Θα διατάξουµε σύµφωνα µε την αντίστροφη ϐαθµωτή λεξικογραφική διάταξη

τα παρακάτω εννέα µονώνυµα του T3:

x1x2x3, x
2
1x2, x1x

2
3, x

3
1, x2x

2
3, x1x

2
2, x

3
3, x

2
1x3, x

2
2x3.

΄Ολα τα παραπάνω µονώνυµα έχουν τον ίδιο ϐαθµό. Αυτό που ϑα καθορίσει τη διάταξή

τους, είναι το πλήθος των x3 που έχουν. Παρατηρούµε ότι τα

x3
1, x

2
1x2, x1x

2
2

έχουν το λιγότερο πλήθος από x3 (µηδέν) και συνεπώς προηγούνται των υπολοίπων στη

διάταξη. Ανάµεσα σε αυτά, µεγαλύτερο είναι αυτό που έχει τα λιγότερα x2. Συνεπώς:

x1x
2
2 <degrevlex x

2
1x2 <degrevlex x

3
1. (1)

Στη συνέχεια, συγκρίνουµε τα µονώνυµα

x2
1x3, x

2
2x3, x1x2x3

τα οποία έχουν το λιγότερο πλήθος από x3 (ένα) ανάµεσα στα εναποµείναντα προς

σύγκριση µονώνυµα. Ανάµεσα σε αυτά, µεγαλύτερο είναι αυτό που έχει τα λιγότερα

x2. Συνεπώς:

x2
2x3 <degrevlex x1x2x3 <degrevlex x

2
1x3. (2)

Στη συνέχεια, συγκρίνουµε τα µονώνυµα

x2x
2
3, x1x

2
3

τα οποία έχουν το λιγότερο πλήθος από x3 (δύο) ανάµεσα στα εναποµείναντα προς

σύγκριση µονώνυµα. Ανάµεσα σε αυτά, µεγαλύτερο είναι αυτό που έχει τα λιγότερα

x2. Συνεπώς:

x2x
2
3 <degrevlex x1x

2
3. (3)

Τέλος, µικρότερο όλων είναι το µονώνυµο x3
3 το οποίο έχει και τα περισσότερα σε

πλήθος x3. Συνδυάζοντας τις (1),(2),(3) και τη τελευταία παρατήρηση, έχουµε ότι :

x3
3 <degrevlex x2x

2
3 <degrevlex x1x

2
3 <degrevlex x

2
2x3 <degrevlex x1x2x3 <degrevlex x

2
1x3 <degrevlex

<degrevlex x1x
2
2 <degrevlex x

2
1x2 <degrevlex x

3
1.

΄Οπως συµβαίναι και στις προηγούµενες δύο διατάξεις, έτσι και εδώ έχουµε την παρακάτω
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πρόταση:

Πρόταση 2.2.10. Η διάταξη <degrevlex είναι µονωνυµική διάταξη.

Απόδειξη. Αντίστοιχα µε την απόδειξη της Πρότασης 2.2.4.

Είναι όλες οι διατάξεις όρων µονωνυµικές; Η απάντηση είναι αρνητική, όπως µπορούµε

να δούµε στην παρατήρηση που ακολουθεί :

Παρατήρηση 2.2.11. Ας ορίσουµε µια νέα διάταξη όρων γνωστή ως αντίστροφη λεξικογρα-

ϕική διάταξη. Ορίζεται όπως η αντίστροφη ϐαθµωτή λεξικογραφική διάταξη, αφαιρώντας τη

συνθήκη του συνολικού ϐαθµού των µονωνύµων:

Ορισµός 2.2.12. Ορίζουµε την αντίστροφη λεξικογραφική διάταξη (<revlex) στο Tn µε

x1 > x2 > · · · > xn ως εξής :

Για α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn) ∈ Nn ορίζουµε :

xα <revlex x
β ⇐⇒

οι πρώτες συνιστώσες αi, βi (στα α, β αντίστοιχα) από τα δεξιά οι οποίες είναι διαφορετικές,

ικανοποιούν αi > βi.

Η παραπάνω διάταξη δεν είναι µονωνυµική. Προφανώς δεν ισχύει

1 <revlex x
α, ∀xα ∈ Tn

για οποιοδήποτε µονώνυµο διαφορετικό του σταθερού.

2.2.4 Η διάταξη γινοµένου

Η επόµενη διάταξη που ϑα ορίσουµε, είναι γνωστή ως διάταξη γινοµένου. Θεωρούµε πολυω-

νυµικούς δακτυλίους, οι οποίοι είναι εφοδιασµένοι µε µία µονωνυµική διάταξη. Η δοµή της

νέας διάταξης είναι σε ένα νέο δακτύλιο που έχει ως µεταβλητές το σύνολο των µεταβλητών

όλων των αρχικών πολυωνυµικών δακτυλίων, δηλαδή τα µονώνυµα στον καινούριο δακτύλιο

είναι γινόµενα όλων των µεταβλητών όλων των δακτυλίων που έχουµε. Εκεί οφείλεται και η

λογική του ονόµατος αυτής της διάταξης. Συγκεκριµένα,

Ορισµός 2.2.13. Θεωρούµε τους πολυωνυµικούς δακτυλίους

S1 = K[x11, . . . , x1µ1
], S2 = K[x21, . . . , x2µ2

], . . . , Sκ = K[xκ1, . . . , xκµκ
],

οι οποίοι είναι εφοδιασµένοι µε τις µονωνυµικές διατάξεις <1, <2, . . . , <κ αντίστοιχα. Θεωρούµε

τα µονώνυµα

xα = xα1

1 xα2

2 · · ·xακ

κ , yα = x
β1

1 x
β2

2 · · ·xβκ

κ ∈ S = K[x11, . . . , x1µ1
, x21, . . . , x2µ2

, . . . , xκ1, . . . , xκµκ
],

όπου xλ1

1 ,xλ2

2 , . . . ,xλκ
κ , µονώνυµα των πολυωνυµικών δακτυλίων S1, . . . , Sκ αντίστοιχα (λi =

αi, βi). Ορίζουµε τη διάταξη γινοµένου <prod στον πολυωνυµικό δακτύλιο S ως εξής :

xα <prod yα είτε⇐⇒ xα1

1 <1 x
β1

1

είτε⇐⇒ xα1

1 = x
β1

1 και xα2

2 <2 x
β2

2

. . .
είτε⇐⇒ xα1

1 = x
β1

1 , . . . ,x
ακ

−1
κ−1 = x

βκ
−1

κ−1 και xακ

κ <κ xβκ

κ .
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΄Οπως παρατηρούµε από τον ορισµό της διάταξης γινοµένου, συγκρίνοντας δύο µονώνυµα

στον νέο πολυωνυµικό δακτύλιο, αρχικά συγκρίνουµε σε αυτά τις µεταβλητές του πρώτου

δακτυλίου που έχουµε ϑεωρήσει ως προς την αντίστοιχη διάταξη αυτών. Αν αυτές ταυτίζονται

προχωράµε στις µεταβλητές του δεύτερου δακτυλίου κ.ο.κ.. Το παράδειγµα που ακολουθεί

κάνει εφαρµογή της διάταξης αυτής σε δύο πολυωνυµικούς δακτυλίους.

Παράδειγµα 2.2.14. Θεωρούµε τον πολυωνυµικό δακτύλιο S1 = K[x1, x2, x3] εφοδια-

σµένο µε τη λεξικογραφική διάταξη <1,lex, όπου x1 > x2 > x3 και έστω S2 = K[x4, x5]
ο πολυωνυµικός δακτύλιος εφοδιασµένος µε την αντίστροφη ϐαθµωτή λεξικογραφική

διάταξη <2,degrevlex, όπου x4 > x5.

Στον πολυωνυµικό δακτύλιο S = K[x1, x2, x3, x4, x5] ϑα διατάξουµε µε τη διάταξη

γινοµένου, τα µονώνυµα

µ1 = x1x
2
2x4x5, µ2 = x1x2x3x4, µ3 = x4

4, µ4 = x1x
2
2x

2
5.

Με τον τρόπο που εισάγαµε τον δακτύλιο έχουµε ϑεωρήσει ότι x1 > · · · > x5. Στα

παραπάνω µονώνυµα αρχικά συγκρίνουµε το µέρος των µεταβλητών του S1 σύµφωνα

µε την <1,lex. Ειδικότερα, κοιτάζουµε τα x1x
2
2, x1x2x3, 1, x1x

2
2 των µ1, µ2, µ3, µ4 αντί-

στοιχα. Αν κάποιο από τα µέρη αυτά ταυτίζονται, τότε στα µονώνυµα αυτά κοιτάζουµε

το κοµµάτι των µεταβλητών του S2 σύµφωνα µε τη διάταξη <2,deglex. Παρατηρούµε ότι :

1 <lex x1x2x3 <lex x1x
2
2 = x1x

2
2 =⇒ µ3 <prod µ2 <prod µ1, µ4.

Μένει να συγκρίνουµε τα µονώνυµα µ1, µ4. Το µέρος των µεταβλητών του S1 είναι κοινό

και άρα συγκρίνουµε το αντίστοιχο των µεταβλητών του S2 σύµφωνα µε την αντίστροφη

ϐαθµωτή λεξικογραφική διάταξη. Παρατηρούµε ότι

x2
5 <degrevlex x4x5 =⇒ µ4 <prod µ1.

Συγκεντρώνοντας όλα τα παραπάνω έχουµε ότι :

x4
4 <prod x1x2x3x4 <prod x1x

2
2x

2
5 <prod x1x

2
2x4x5.

Πρόταση 2.2.15. Η διάταξη <prod είναι µονωνυµική διάταξη.

Απόδειξη. Αντίστοιχα µε την απόδειξη της Πρότασης 2.2.4.

Στην περίπτωση που έχουµε διάταξη γινοµένου για δύο πολυωνυµικούς δακτυλίους, έ-

χουµε τη λεγόµενη διάταξη απαλοιφής. Το εύρος των εφαρµογών της διάταξης απαλοιφής

στη ϑεωρία των ϐάσεων Gröbner είναι πολύ µεγάλο. Θα επανέλθουµε σε αυτή στο τελευταίο

κεφάλαιο όπου και ϑα αναφερθούµε εκτενώς στις εφαρµογές των ϐάσεων Gröbner.

Ορισµός 2.2.16. Θεωρούµε τον πολυωνυµικό δακτύλιο R = K[x1, . . . , xn, y1, . . . , ym] υπε-

ϱάνω δύο συνόλων µεταβλητών {x1, . . . , xn} και {y1, . . . , ym}, όπου το πρώτο σύνολο µετα-

ϐλητών είναι εφοδιασµένο µε τη µονωνυµική διάταξη <x και το δεύτερο µε τη µονωνυµική

διάταξη <y. Θεωρούµε τα µονώνυµα xα1 ,xα2 στις µεταβλητές xi, i = 1, . . . , n και έστω τα
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µονώνυµα yβ1,yβ2 στις µεταβλητές yj, j = 1, . . . , m. Ορίζουµε ως διάταξη απαλοιφής ≺
στον πολυωνυµικό δακτύλιο R µε τις µεταβλητές xi µεγαλύτερες των yj ως εξής :

xα1yβ1 ≺ xα2yβ2
είτε⇐⇒ xα1 <x xα2

είτε⇐⇒ xα1 = xα2 και yβ1 <y y
β2

2.2.5 Η διάταξη ϐάρους

Πριν προχωρήσουµε στον ορισµό της διάταξης ϐάρους, χρειαζόµαστε να ορίσουµε τον ϐαθµό

ϐάρους ενός µονωνύµου:

Ορισµός 2.2.17. Ορίζουµε ως ϐαθµό ϐάρους w = (w1, . . . , wn) ∈ Rn ενός µονωνύµου

xu := xu1

1 · · ·xun
n ως:

degw(x
u) := u1w1 + · · ·+ unwn,

όπου u = (u1, . . . , un) ∈ Nn

Η διάταξη ϐάρους ακολουθεί ακριβώς τη δοµή των υπολοίπων ϐαθµωτών µονωνυµικών

διατάξεων, µε τη διαφορά ότι αρχικά λαµβάνονται υπόψιν οι ϐαθµοί ϐάρους των µονωνύ-

µων, αντικαθιστώντας τον ϱόλο του συνολικού ϐαθµού ενός µονωνύµου που υπήρχε στις

προηγούµενες διατάξεις.

Ορισµός 2.2.18. Θεωρούµε διάνυσµα w = (w1, . . . , wn) ∈ Rn
≥0 και έστω ≺ µια οποιαδήποτε

µονωνυµική διάταξη. Ορίζουµε τη διάταξη ϐάρους (<(w,≺)) στο Tn µε x1 > x2 > · · · > xn ως

εξής :

xα <(w,≺) x
β ⇐⇒ degw(x

α) < degw(x
β)

Αν

degw(x
α) = degw(x

β), τότε xα <(w,≺) x
β ⇐⇒ xα ≺ xβ .

Ανάλογα τη µονωνυµική διάταξη την οποία έχουµε επιλέξει, συµβολίζουµε και τον δείκτη

στη διάταξη ϐάρους. Για παράδειγµα αν σε µια διάταξη ϐάρους, έχουµε επιλέξει για µονω-

νυµική διάταξη τη λεξικογραφική, τότε αν το µονώνυµο xα είναι µικρότερο από το µονώνυµο

xβ ως προς τη διάταξη ϐάρους, ϑα το συµβολίζουµε µε xα <wlex x
β.

Ας δούµε ένα παράδειγµα για να γίνει περισσότερο κατανοητή η παραπάνω διάταξη.

Παράδειγµα 2.2.19. ΄Εστω ο πολυωνυµικός δακτύλιος K[x1, x2, x3] µε x1 > x2 > x3

και ϑεωρούµε το διάνυσµα w = (1, 2, 3) ∈ R3
≥0. Θα διατάξουµε ως προς τη λεξικογρα-

ϕική διάταξη ϐάρους w τα παρακάτω µονώνυµα:

µ1 = x2
1x3, µ2 = x2

3, µ3 = x2
1, µ4 = x1x

2
2, µ5 = x1, µ6 = x2x3, µ7 = x2.

Αρχικά πρέπει να υπολογίσουµε τους ϐαθµούς ϐάρους του κάθε µονωνύµου. ΄Εχουµε :

◦ degw(x
2
1x3) = 1 · 2 + 2 · 0 + 3 · 1 = 5,

◦ degw(x
2
3) = 1 · 0 + 2 · 0 + 3 · 2 = 6,
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◦ degw(x
2
1) = 1 · 2 + 2 · 0 + 3 · 0 = 2,

◦ degw(x1x
2
2) = 1 · 1 + 2 · 2 + 3 · 0 = 5,

◦ degw(x1) = 1 · 1 + 2 · 0 + 3 · 0 = 1,

◦ degw(x2x3) = 1 · 0 + 2 · 1 + 3 · 1 = 5,

◦ degw(x2) = 1 · 0 + 2 · 1 + 3 · 0 = 2.

Σύµφωνα µε τον ορισµό της διάταξης ϐάρους, αρχικά τα µονώνυµα διατάσσονται σύµ-

ϕωνα µε τον ϐαθµό ϐάρους w που έχουν. ΄Οσα έχουν τον ίδιο ϐαθµό ϐάρους w, τα

διατάσσουµε ϐάσει της λεξικογραφικής διάταξης. ΄Αρα µεγαλύτερο όλων είναι το µο-

νώνυµο µ2. Ακολουθούνε τα µονώνυµα ϐαθµού ϐάρους πέντε (είναι τα µ1, µ4, µ6 - τα

οποία ϑα συγκριθούνε µεταξύ τους µε τη λεξικογραφική διάταξη-). Στη συνέχεια, έ-

χουµε τα µονώνυµα ϐαθµού ϐάρους 2 (είναι τα µ3, µ7) και τέλος το µονώνυµο ϐαθµού

ϐάρους ένα, το οποίο είναι το µ5. Συγκεντρώνοντας τα παραπάνω, έχουµε ότι :

µ5 <wlex µ3, µ7 <wlex µ1, µ4, µ6 <wlex µ2.

◦ Για τα µονώνυµα µ3 = x2
1, µ7 = x2, καθώς degw(µ3) = degw(µ7), τα συγκρίνουµε

ως προς τη λεξικογραφική διάταξη. Μεγαλύτερο είναι αυτό µε τα περισσότερα

x1. ΄Αρα

µ7 <lex µ3 =⇒ µ7 <wlex µ3

◦ Για τα µονώνυµα µ1 = x2
1x3, µ4 = x1x

2
2, µ6 = x2x3, καθώς degw(µ1) = degw(µ4) =

degw(µ6), τα συγκρίνουµε ως προς τη λεξικογραφική διάταξη. Μεγαλύτερο είναι

αυτό µε τα περισσότερα x1. ΄Αρα

µ6 <lex µ4 <lex µ1 =⇒ µ6 <wlex µ4 <wlex µ1

Συµπερασµατικά, έχουµε :

x1 <wlex x2 <wlex x
2
1 <wlex x2x3 <wlex x1x

2
2 <wlex x

2
1x3 <wlex x

2
3

Πρόταση 2.2.20. Η διάταξη <(w,≺) είναι µονωνυµική διάταξη.

Απόδειξη. Αντίστοιχα µε την απόδειξη της Πρότασης 2.2.4.

Παρατήρηση 2.2.21. Αποδεικνύεται ότι υπάρχουν άπειρες µονωνυµικές διατάξεις. Πως

µπορούνε να προκύψουν νέες µονωνυµικές διατάξεις από ήδη υπάρχουσες;

1. Παραπάνω ορίσαµε τις περισσότερο εύχρηστες µονωνυµικές διατάξεις. Μπορεί κάποιος

να ϐρει πάρα πολλές άλλες ανατρέχοντας στη διεθνή ϐιβλιογραφία. Κάθε τέτοια διάταξη

προϋποθέτει µια αρχική διάταξη των µεταβλητών του δακτυλίου µας. Κάθε αλλαγή

στη διάταξη αυτή δίνει µια νέα µονωνυµική διάταξη, κάτι το οποίο µας επιτρέπει να

κατασκευάζουµε µονωνυµικές διατάξεις. ∆εν είναι αυτός ο µοναδικός τρόπος να το

πετύχουµε αυτό, όπως ϐλέπουµε στην επόµενη παρατήρηση.
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2. Είναι ευνόητο ότι σύµφωνα µε τον ορισµό της διάταξης γινοµένου και της διάταξης

ϐάρους, είµαστε σε ϑέση πλέον να κατασκευάζουµε µονωνυµικές διατάξεις, ανάλογα

µε το πρόβληµα που ϑέλουµε να επιλύσουµε. Αυτή η κατασκευή είναι πολύ σηµαντική

στην επίλυση προβληµάτων στη ϑεωρία των ϐάσεων Gröbner. Ειδικότερα, σε ερευνητικά

προβλήµατα και στην προσπάθεια απόδειξης ότι ένα σύνολο αποτελεί ϐάση Gröbner

για ένα ιδεώδες, το πρόβληµα ανάγεται στην εύρεση κατάλληλης µονωνυµικής διάταξης

στον πολυωνυµικό δακτύλιο που δουλεύουµε. Οι τελευταίες δύο διατάξεις που ορίσαµε

είναι και το ϐασικό εργαλείο στην προσέγγιση αυτή.

2.3 ∆ιαίρεση πολυωνύµων

΄Οπως είχαµε παρατηρήσει στην αρχή του κεφαλαίου, η µεγάλη συνεισφορά των µονωνυµι-

κών διατάξεων είναι η διάταξη που προσφέρει στους όρους ενός πολυωνύµου, δηλαδή στα

µονώνυµά του. Ο µεγαλύτερος όρος ενός πολυωνύµου διαδραµατίζει καθοριστικό ϱόλο στη

ϑεωρία των ϐάσεων Gröbner, κάτι που τον ξεχωρίζει από όλους τους υπόλοιπους. Θεωρούµε

ότι ϐρισκόµαστε στον πολυωνυµικό δακτύλιο S = K[x1, . . . , xn], ο οποίος είναι εφοδιασµένος

µε µια µονωνυµική διάταξη <, όπου x1 > · · · > xn. Θεωρούµε το πολυώνυµο

ϕ = λ1x
α1 + λ2x

α2 + · · ·+ λkx
αk ∈ S, αi ∈ Nn και 0 6= λi ∈ S

και έστω ότι το έχουµε γράψει διατάσσοντας τους όρους του από τον µεγαλύτερο στον µικρό-

τερο, δηλαδή λkx
αk < · · · < λ2x

α2 < λ1x
α1 . Καλούµε τον µεγαλύτερο όρο λ1x

α1 (ως προς τη

διάταξη <), αρχικό όρο του πολυωνύµου ϕ και ϑα το συµβολίζουµε µε lt(ϕ). Ο συντελεστής

λ1 καλείται αρχικός συντελεστής του πολυωνύµου και συµβολίζεται µε lc(ϕ). Τέλος, το

µονώνυµο xα1 καλείται αρχικό µονώνυµο του ϕ και ϑα το συµβολίζουµε µε lm(ϕ). ΄Επεται

ότι

deg(ϕ) = deg(xα1) = α11 + · · ·+ α1n, όπου α1 = (α11, . . . , α1n) ∈ Nn.

Παράδειγµα 2.3.1. Θεωρούµε το πολυώνυµο f = 3x4z− 2x3y4 +7x2y2z3 − 8xy3z3 ∈
Q[x, y, z]. Θα υπολογίσουµε τον αρχικό όρο, τον αρχικό συντελεστή και το αρχικό

µονώνυµο του f ως προς τις διατάξεις <deglex, <lex, <degrevlex, µε x > y > z.

<deglex: Μεγαλύτερο είναι το µονώνυµο µε τον µεγαλύτερο ϐαθµό και σε περίπτωση ισό-

τητας των ϐαθµών µεταξύ δύο µονωνύµων και καθώς x > y > z, µεγαλύτερος

είναι ο όρος µε τα περισσότερα x, στη συνέχεια y και τέλος z. Συνεπώς

−2x3y4 >deglex 7x
2y2z3 >deglex −8xy3z3 >deglex 3x

4z

και άρα f = −2x3y4 + 7x2y2z3 − 8xy3z3 + 3x4z. ΄Αµεσα έχουµε ότι :

lt(f) = −2x3y4, lc(f) = −2 και lm(f) = x3y4.

<lex: Μεγαλύτερο είναι το µονώνυµο µε τα περισσότερα x, στη συνέχεια αν υπάρχουν

κάποιοι όροι µε το ίδιο πλήθος x, µεγαλύτερο είναι αυτό µε τα περισσότερα y
και τέλος αν οι δυνάµεις των x, y σε δύο µονώνυµα είναι ίδιες, µεγαλύτερο είναι

εκείνο µε τα περισσότερα z. ΄Αρα f = 3x4z−2x3y4+7x2y2z3−8xy3z3 και συνεπώς

lt(f) = 3x4z, lc(f) = 3 και lm(f) = x4z.



34 Βάσεις Gröbner Α.Θωµά, Χ.Τατάκης

<degrevlex: Μεγαλύτερο είναι το µονώνυµο µε τον µεγαλύτερο ϐαθµό και σε περίπτωση ισό-

τητας των ϐαθµών µεταξύ δύο µονωνύµων και καθώς x > y > z, µεγαλύτερος

είναι ο όρος µε τα λιγότερα z, στη συνέχεια y και τέλος x. Συνεπώς

−2x3y4 >degrevlex 7x
2y2z3 >degrevlex −8xy3z3 >degrevlex 3x

4z

και άρα f = −2x3y4 + 7x2y2z3 − 8xy3z3 + 3x4z. ΄Επεται ότι :

lt(f) = −2x3y4, lc(f) = −2 και lm(f) = x3y4.

Στο παράδειγµα που ακολουθεί ϐλέπουµε ότι παρά την απειρία των µονωνυµικών διατά-

ξεων υπάρχουν όροι σε πολυώνυµα οι οποίοι δεν είναι αρχικοί όροι αυτών, ανεξάρτητα της

µονωνυµικής διάταξης που έχουµε.

Παράδειγµα 2.3.2. Θεωρούµε το πολυώνυµο f = x6y6 + xy8 + x12y4 ∈ Q[x, y]. Θα

αποδείξουµε ότι δεν υπάρχει µονωνυµική διάταξη του Q[x, y] τέτοια ώστε lt(f) = x6y6.
Υποθέτουµε αντίθετα ότι υπάρχει και έστω ≺ η διάταξη αυτή. ΄Επεται ότι

xy8 ≺ x6y6 (1)

και

x12y4 ≺ x6y6 (2)

Καθώς η ≺ είναι µονωνυµική διάταξη, µπορούµε να πολλαπλασιάσουµε τα µέλη των

(1) και (2) µε οποιοδήποτε µονώνυµο του δακτυλίου µας. Πολλαπλασιάζουµε την (1)

µε x6 και τη (2) µε y2 ώστε να δηµιουργήσουµε κοινό όρο στις δύο ανισώσεις. ΄Επεται

ότι :

x7y8 ≺ x12y6 ≺ x6y8.

Καθώς η ≺ είναι µονωνυµική διάταξη, άρα και µερική διάταξη έχουµε ότι

x7y8 ≺ x6y8 (3)

Επιπλέον από τον ορισµό των µονωνυµικών διατάξεων έχουµε ότι

1 ≺ x
·(x6y8)−→ x6y8 ≺ x7y8,

το οποίο είναι άτοπο στη (3).

Στην προσπάθειά µας να δούµε κάποιες επιπλέον έννοιες στη διαίρεση πολυωνύµων,

αρχικά ας ϑυµηθούµε τον Ευκλείδειο αλγόριθµο υπεράνω ενός δακτυλίου πολυωνύµων K[x].

Θεώρηµα 2.3.3. (Ευκλείδειος αλγόριθµος στο K[x]) ΄Εστω K σώµα και ϑεωρούµε τα πολυώ-

νυµα ϕ1, ϕ2 ∈ K[x] µε ϕ2 6= 0. Υπάρχουν µοναδικά πολυώνυµα π(x), υ(x) ∈ K[x] τέτοια

ώστε :

ϕ1(x) = ϕ2(x)π(x) + υ(x) µε deg(υ(x)) < deg(π(x)) ή υ(x) = 0.
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Παράδειγµα 2.3.4. Ας ϑεωρήσουµε την απλούστερη περίπτωση του πολυωνυµικού

δακτυλίου Q[x]. Θεωρούµε τα πολυώνυµα

ϕ1 = x3 − 2x2 − x+ 2, και ϕ2 = 2x+ 1 ∈ Q[x].

Εδώ τα πολυώνυµα είναι προφανώς διατεταγµένα στους όρους τους ως προς τη µονα-

δική µονωνυµική διάταξη που υπάρχει. Θέλουµε να υπολογίσουµε το πηλίκο ϕ1 : ϕ2.

΄Οπως γνωρίζουµε από τον Ευκλείδειο αλγόριθµο, στο πρώτο ϐήµα της διαίρεσης αυτής

λαµβάνονται υπόψιν οι lt(ϕ1) = x3 και lt(ϕ2) = 2x από τους οποίους έχουµε τον πρώτο

όρο του πηλίκου 1
2
x2. Το υπόλοιπο της διαίρεσης στο πρώτο ϐήµα είναι το πολυώνυµο

υ1 = −5
2
x2 − x+ 2, όπου

υ1 = ϕ1 −
lt(ϕ1)

lt(ϕ2)
ϕ2. (1)

Με αυτή την αλγοριθµική διαδικασία, σε κάθε ϐήµα ακυρώνεται ο µεγιστοβάθµιος όρος

του εκάστοτε διαιρέτη και αυτό συνεχίζεται µέχρι ο ϐαθµός του πολυωνύµου του υπο-

λοίπου, να είναι αυστηρά µικρότερος από τον ϐαθµό του ϕ2. Αυτό που περιγράψαµε

στο πρώτο ϐήµα της διαδικασίας, ϑα το συµβολίζουµε µε

ϕ1
ϕ2−→ υ1

και ϑα λέµε ότι το πολυώνυµο ϕ1 ανάγεται σε ένα ϐήµα στο πολυώνυµο υ1 κατά µόδιο

το πολυώνυµο ϕ2.

Παρατήρηση 2.3.5. Να παρατηρήσουµε ότι η αναγωγή µπορεί να εκτελεστεί χωρίς

απαραίτητα να λάβουµε τον αρχικό όρο του ϕ1. Σε αυτή την περίπτωση, στο αντίστοιχο

ϐήµα της αναγωγής ϑα ακυρωθεί κάποιος άλλος όρος του ϕ1. Είναι ευνόητο ότι προ-

ϋπόθεση για να µπορεί να εκτελείται η διαδικασία µεταξύ των δύο πολυωνύµων, είναι

ο αρχικός όρος lt(ϕ2) να διαιρεί κάποιον από τους όρους του πολυωνύµου ϕ1.

Συνεχίζοντας την αναγωγή το ϱόλο του πολυωνύµου ϕ1 παίρνει το υπόλοιπο υ, όπου

ακολουθώντας τον προηγούµενο συµβολισµό παρατηρούµε ότι

υ2 = υ1 −
lt(υ1)

lt(ϕ2)
ϕ2 =

1

4
x+ 2. (2)

Καθώς ο αρχικός όρος του πολυωνύµου ϕ2 διαιρεί όρο του νέου υπολοίπου υ2, η

αναγωγή συνεχίζεται µε τελευταίο ϐήµα:

υ3 = υ2 −
lt(υ2)

lt(ϕ2)
ϕ2 =

15

8
. (3)

Συγκεντρώνοντας όλη την παραπάνω πληροφορία, έχουµε ότι :

ϕ1
ϕ2−→ υ1

ϕ2−→ υ2
ϕ2−→ υ3 =⇒ ϕ1

ϕ2−→+ υ3. (∗)
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Να παρατηρήσουµε εδώ, ότι όπως γνωρίζουµε από τον Ευκλείδειο αλγόριθµο, αν κι-

νηθούµε στις σχέσεις (1),(2),(3), µπορούµε να λάβουµε και µια σχέση εξάρτησης των

πολυωνύµων ϕ1 και ϕ2. ∆ηλαδή, Από τη σχέση (1) έχουµε :

ϕ1 = υ1 +
lt(ϕ1)

lt(ϕ2)
ϕ2.

Αντικαθιστώντας στην παραπάνω σχέση το υ1 από τη σχέση (2), έπεται ότι :

ϕ1 = (υ2 +
lt(υ1)

lt(ϕ2)
ϕ2) +

lt(ϕ1)

lt(ϕ2)
ϕ2.

Τέλος, αντικαθιστώντας στην παραπάνω σχέση το υ2 από τη σχέση (3):

ϕ1 = υ3 +

(

lt(υ2)

lt(ϕ2)
+

lt(υ1)

lt(ϕ2)
+

lt(ϕ1)

lt(ϕ2)

)

ϕ2.

Κάνοντας ανάγνωση της σχέσης (∗), ϑα λέγαµε ότι το πολυώνυµο ϕ1 ανάγεται στο

πολυώνυµο υ3 σε τρία ϐήµατα κατά µόδιο το πολυώνυµο ϕ2.

Η παραπάνω διαδικασία της αναγωγής µπορεί να γενικευτεί αν την πραγµατοποιήσουµε

σε δακτύλιο πολυωνύµων πολλών µεταβλητών και στη ϑέση του διαιρέτη ϕ2 έχουµε ένα σύνολο

πολυωνύµων, όπως ϐλέπουµε και στο ϑεώρηµα που ακολουθεί.

Θεώρηµα 2.3.6. (Ευκλείδειος αλγόριθµος στο K[x1, . . . , xn]) Θεωρούµε τον πολυωνυµικό δα-

κτύλιο K[x1, . . . , xn] όπου K σώµα, εφοδιασµένο µε µια µονωνυµική διάταξη < και έστω το

σύνολο πολυωνύµων F = {ϕ1, . . . , ϕs} ⊆ K[x1, . . . , xn]. Κάθε πολυώνυµο ϕ ∈ K[x1, . . . , xn]
µπορεί να γραφεί ως :

ϕ = π1ϕ1 + · · ·+ πsϕs + υ, όπου πi, υ ∈ K[x1, . . . , xn] και

είτε το πολυώνυµο υ = 0 είτε το υ γράφεται ως ένας συνδυασµός µονωνύµων µε συντελεστές

από το σώµα K, για τα οποία δεν υπάρχει i ∈ {1, . . . , s} τέτοιο ώστε ο αντίστοιχος αρχικός όρος

lt(ϕi) να διαιρεί κάποιο από τα µονώνυµα αυτά.

΄Ετσι λοιπόν οδηγούµαστε στον ακόλουθο ορισµό:

Ορισµός 2.3.7. Θεωρούµε τα πολυώνυµα ϕ, υ, ϕ1, ϕ2, . . . , ϕs ∈ K[x1, . . . , xn] µε ϕi 6= 0 για

όλα τα i = 1, . . . , s. Θα λέµε ότι το πολυώνυµο ϕ ανάγεται στο πολυώνυµο υ µόδιο

F = {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕs} και ϑα το συµβολίζουµε µε

ϕ
F−→+ υ

αν υπάρχουν

ακολουθία δεικτών {i1, . . . , ik} ⊆ {1, . . . , s} και πολυώνυµα υ1, . . . , υk−1 ∈ K[x1, . . . , xn]

τέτοια ώστε :

ϕ
ϕi1−→ υ1

ϕi2−→ υ2
ϕi3−→ · · ·

ϕik−1−→ υk−1

ϕik−→ υ
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Παράδειγµα 2.3.8. Θεωρούµε τα πολυώνυµα f = x3y3 + 2y2, f1 = 2xy2 + 3x +
4y2, f2 = y2 − 2y − 2 ∈ Q[x, y]. Χρησιµοποιώντας τη διάταξη <lex µε x > y ϑα

εκτελέσουµε την αναγωγή του f κατά µόδιο των f1, f2. Στη συνέχεια ϑα γράψουµε

το f συναρτήσει των f1, f2, υ, όπου υ ∈ K[x1, . . . , xn] το υπόλοιπο της διαίρεσης του

πολυωνύµου f µε τα f1, f2.
Παρατηρούµε ϐάσει της διάταξης που έχουµε <lex µε x > y, τα πολυώνυµα είναι σωστά

διατεταγµένα. Επίσης έχουµε ότι lm(f1) = xy2 και lm(f2) = y2, από όπου παρατη-

ϱούµε ότι οι δύο αρχικοί όροι και των δύο µονωνύµων, διαιρούνε τουλάχιστον έναν όρο

του πολυωνύµου f . ΄Αρα επιλέγουµε ένα από τα δύο µε το οποίο ϑα ξεκινήσουµε την

αναγωγή. ΄Εστω το f1. ΄Εχουµε :

f
f1−→ f − x3y3

2xy2
(2xy2 + 3x+ 4y2) = 2y2 − 3

2
x3y − 2x2y3 =

<lex= (−3

2
x3y − 2x2y3 + 2y2) = υ1.

Εδώ ϐλέπουµε πάλι, ότι και οι δύο αρχικοί όροι και των δύο µονωνύµων διαιρούνε του-

λάχιστον έναν όρο του πολυωνύµου υ1, άρα µπορούµε να συνεχίσουµε τη διαδικασία

µε όποιο πολυώνυµο από τα f1, f2 ϑέλουµε. Επιλέγουµε να συνεχίσουµε µε το f1.

υ1
f1−→ (−3

2
x3y − 2x2y3 + 2y2)− −2x2y3

2xy2
(2xy2 + 3x+ 4y2) =

<lex= (−3

2
x3y + 3x2y + 4xy3 + 2y2) = υ2.

Συνεχίζουµε µε το f1 καθώς lm(f1) = xy2 | 4xy3. ΄Αρα :

υ2
f1−→ (−3

2
x3y + 3x2y + 4xy3 + 2y2)− 4xy3

2xy2
(2xy2 + 3x+ 4y2) =

<lex= (−3

2
x3y + 3x2y − 6xy − 8y3 + 2y2) = υ3.

Το πολυώνυµο που προέκυψε, παρατηρούµε ότι δεν υπάρχει όρος του, ο οποίος να

διαιρείται από το lm(f1) = xy2. Βλέπουµε όµως ότι υπάρχει όρος αυτού, που να

διαιρείται από το lm(f2) = y2. Συνεχίζοντας την αναγωγή µε το f2 έχουµε :

υ3
f2−→ (−3

2
x3y + 3x2y − 6xy − 8y3 + 2y2)− −8y3

y2
(y2 − 2y − 2) =

<lex= (−3

2
x3y + 3x2y − 6xy − 14y2 − 16y) = υ4.

Συνεχίζουµε την αναγωγή µε το f2:
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υ4
f2−→ (−3

2
x3y + 3x2y − 6xy − 14y2 − 16y)− −14y2

y2
(y2 − 2y − 2) =

<lex= (−3

2
x3y + 3x2y − 6xy − 44y − 28) = υ5.

Στο σηµείο αυτό παρατηρούµε, ότι δεν υπάρχει όρος του πολυωνύµου που έχουµε

καταλήξει, ο οποίος να διαιρείται από τα αρχικά µονώνυµα των f1, f2. Συνεπώς η

διαδικασία έχει τελειώσει και άρα

f
f1,f2−→ (−3

2
x3y + 3x2y − 6xy − 44y − 28) = υ5 = υ.

Για να γράψουµε το f συναρτήσει των f1, f2, υ, απλά ακολουθούµε διαδοχικά τα

προηγούµενα ϐήµατα των διαιρέσεων αντικαθιστώντας σε κάθε ϐήµα το αντίστοιχο

υi, i = 1, . . . , 5. ΄Εχουµε :

x3y3 + 2y2 = f = υ1 +
x2y

2
f1 =

= (υ2 + (−xy)f1) +
x2y

2
f1 =

= (υ3 + 2yf1) + (−xy)f1 +
x2y

2
f1 =

= (υ4 + (−8y)f2) + 2yf1 + (−xy)f1 +
x2y

2
f1 =

= (υ5 + (−14)f2) + (−8y)f2 + 2yf1 + (−xy)f1 +
x2y

2
f1.

΄Εχουµε τελικά ότι :

f = (
x2y

2
− xy + 2y)f1 + (−8y − 14)f2 + υ.

Ορισµός 2.3.9. ΄Ενα πολυώνυµο υ καλείται ανάγωγο µόδιο F = {f1, . . . , fs} αν υ = 0 ή αν

για οποιοδήποτε i ∈ {1, . . . , s} το αντίστοιχο αρχικό µονώνυµο lm(fi) δε διαιρεί κάποιον από

τους όρους του υ.

Στο προηγούµενο παράδειγµα, τα πολυώνυµα υ1, υ2, υ3 και υ4 δεν είναι ανάγωγα κατά

µόδιο F = {f1, f2}, σε αντίθεση µε το πολυώνυµο υ, το οποίο ήταν και ο λόγος που σταµάτησε

η διαδικασία της αναγωγής. Σε αυτή την περίπτωση το πολυώνυµο υ καλείται υπόλοιπο του

f κατά µόδιο F και η διαδικασία της αναγωγής καλείται διαίρεση.

΄Οπως ϑα δούµε και στην επόµενη παρατήρηση, σηµαντικό ϱόλο έχει η επιλογή του

πολυωνύµου µε την οποία προχωράµε σε κάθε ϐήµα την αναγωγή. Πολλές ϕορές η επιλογή

αυτή µας οδηγεί σε διαφορετικά συµπεράσµατα.

Παρατήρηση 2.3.10. ΄Εστω τα πολυώνυµα f1, f2 ∈ K[x1, . . . , xn] ανάγονται στα πολυώνυµα

υ1, υ2 ∈ K[x1, . . . , xn] αντίστοιχα, µόδιο ενός συνόλου πολυωνύµων F . Μπορούµε να ϐγά-
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λουµε κάποιο συµπέρασµα ως προς το αν το άθροισµα ή το γινόµενο αυτών ϑα ανάγεται στο

άθροισµα ή το γινόµενο αντίστοιχα των υπολοίπων υ1 και υ2 αντίστοιχα;
Ας ϑεωρήσουµε τα πολυώνυµα f = x2y+1, g = x2 − 1 ∈ Q[x, y] ως προς τη µονωνυµική

διάταξη <lex µε x > y. Θεωρούµε το σύνολο πολυωνύµων F = {f1 = x2+1, f2 = xy+1, f3 =
y5 + y3 − 2}. Παρατηρούµε ότι :

f
f2−→ x2y + 1− x2y

xy
(xy + 1) = 1− x

και

g
f1−→ x2 − 1− x2

x2
(x2 + 1) = −2.

Επίσης,

f + g = x2y + x2 f1−→ x2y + x2 − x2y

x2
(x2 + 1) = x2 − y

f1−→ x2 − y − x2

x2
(x2 + 1) = −y − 1.

Συµπεραίνουµε ότι το πολυώνυµο f + g µόδιο το σύνολο F , έχει διαφορετικό υπόλοιπο

από το άθροισµα των υπολοίπων f και g µόδιο F αντίστοιχα. ∆εν καταλήγουµε όµως στο

ίδιο συµπέρασµα, αν για το πρώτο ϐήµα της αναγωγής του πολυωνύµου f επιλέξουµε το f1
έναντι του f2 που επιλέχθηκε.

Στο ίδιο συµπέρασµα ϕτάνουµε και για το γινόµενο των δύο πολυωνύµων. Σε συνέχεια

του ίδιου παραδείγµατος παρατηρούµε ότι :

f · g =
(

x2y + 1
) (

x2 − 1
)

= x4y − x2y + x2 − 1

f2−→ x4y − x2y + x2 − 1− x4y

xy
(xy + 1) = −x3 − x2y + x2 − 1

f1−→ −x3 − x2y + x2 − 1− −x3

x2
(x2 + 1) = −x2y + x2 + x− 1

f1−→ −x2y + x2 + x− 1− −x2y

x2
(x2 + 1) = x2 + x+ y − 1

f1−→ x2 + x+ y − 1− x2

x2
(x2 + 1) = x+ y − 2

Κλείνουµε την ενότητα αυτή µε µια σηµαντική παρατήρηση ως προς τη διαίρεση των

πολυωνύµων.

Παρατήρηση 2.3.11. Στο τέλος του πρώτου κεφαλαίου, διατυπώσαµε ένα σύνολο αλγε-

ϐρικών προβληµάτων τα οποία ϑα προσπαθήσουµε να απαντήσουµε µέσω της ϑεωρίας των

ϐάσεων Gröbner. Το πρώτο πρόβληµα το οποίο διατυπώθηκε ήταν το εξής :

∆οθέντος ενός πολυωνύµου ϕ και ενός ιδεώδους I = 〈ϕ1, . . . , ϕs〉 ⊆ K[x1, . . . , xn], να

µπορούµε να αποφανθούµε αν ϕ ∈ I. Στην περίπτωση αυτή, να εκφράζουµε το πολυώνυµο ϕ
συναρτήσει των {ϕ1, . . . , ϕs}.
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Με τη ϑεωρία που αναπτύχθηκε σε αυτή την ενότητα είναι προφανές ότι για να απο-

ϕανθούµε αν ένα πολυώνυµο ανήκει σε ένα ιδεώδες, αρκεί η διαίρεση αυτού µε το σύνολο

γεννητόρων του ιδεώδους να δώσει υπόλοιπο µηδέν. Είναι αυτό όµως ικανή και αναγκαία

συνθήκη για να απαντήσουµε το συγκεκριµένο πρόβληµα; Ας δούµε ένα παράδειγµα :

Θεωρούµε τα πολυώνυµα ϕ = x2
1x

2
2 − x2

1, ϕ1 = x2
1x2 + x1, ϕ2 = x1x

2
2 − x1 ∈ K[x1, x2]

εφοδιασµένο µε την λεξικογραφική διάταξη <lex µε x1 > x2 και έστω το ιδεώδες I = 〈ϕ1, ϕ2〉.
Θέλοντας να δούµε αν ϕ ∈ I, εκτελούµε τη διαίρεση ϕ : {ϕ1, ϕ2}. Στο πρώτο ϐήµα της

διαίρεσης, µπορούµε να προχωρήσουµε διαιρώντας είτε µε το ϕ1 είτε µε το ϕ2. Ας δούµε

κάθε µία περίπτωση ξεχωριστά. ΄Εχουµε :

◦ ϕ
ϕ1−→ (x2

1x
2
2 − x2

1)−
x2
1x

2
2

x2
1x2

(x2
1x2 + x1) = −x2

1 − x1x2. Ενώ,

◦ ϕ
ϕ2−→ (x2

1x
2
2 − x2

1)−
x2
1x

2
2

x1x2
2

(x1x
2
2 − x1) = 0.

Παρατηρούµε λοιπόν, σύµφωνα µε τον δεύτερο υπολογισµό ότι ϕ ∈ I κάτι το οποίο δε µας το

έδειξε ο πρώτος υπολογισµός. Συµπεραίνουµε ότι η συνθήκη ότι το υπόλοιπο µιας διαίρεσης

είναι µηδέν, δεν είναι ικανή και αναγκαία στην απάντηση της ερώτησης αν ένα πολυώνυµο

ανήκει σε ένα ιδεώδες. Επιπλέον, στο παράδειγµα αυτό ϐλέπουµε ότι το υπόλοιπο µιας

διαίρεσης ενός πολυωνύµου µε ένα σύνολο πολυωνύµων δεν είναι απαραίτητα µοναδικό κάτι

που έχει και επακόλουθα προβλήµατα (όπως είδαµε και στην προηγούµενη παρατήρηση).

Ο λόγος που συµβαίνουν αυτά είναι ότι το σύνολο γεννητόρων του ιδεώδους I (δηλαδή η

ϐάση) το οποίο έχει επιλεγεί, δεν είναι το καλύτερο δυνατό. Τα προβλήµατα αυτά ϑα τα

αντιµετωπίσουµε στο επόµενο κεφάλαιο µε τις ϐάσεις Gröbner.

Παρατήρηση 2.3.12. Η σωστή επιλογή του πολυωνύµου µε το οποίο ϑα προχωράµε σε κάθε

ϐήµα της αναγωγής την διαδικασία, πολλές ϕορές µπορεί να απλουστεύσει κατά πολύ τους

υπολογισµούς µας.

΄Εχουµε τα πολυώνυµα

f = x1x
2
2x

2
3 + x1x2 − x2x3, f1 = x1 − x2

2, f2 = x2 − x3
3, f3 = x2

3 − 1 ∈ Q[x1, x2, x3].

Χρησιµοποιώντας τη διάταξη <lex µε x > y εκτελούµε την αναγωγή του f κατά µόδιο των

f1, f2, f3. Παρατηρούµε στο συγκεκριµένο παράδειγµα ϐάσει της διάταξης που έχουµε <lex

µε x1 > x2 > x3, τα πολυώνυµα είναι σωστά διατεταγµένα. Επίσης έχουµε ότι lm(f1) = x1,

lm(f2) = x2 και lm(f3) = x2
3 από όπου παρατηρούµε ότι οι αρχικοί όροι και των τριών

µονωνύµων διαιρούνε τουλάχιστον έναν όρο του πολυωνύµου f . ΄Αρα επιλέγουµε ένα από τα

τρία µε το οποίο ϑα ξεκινήσουµε την αναγωγή. ΄Εστω το f1. ΄Εχουµε :

f
f1−→ f − x1x

2
2x

2
3

x1
(x1 − x2

2) = x1x2 − x2x3 + x4
2x

2
3 =

<lex= x1x2 + x4
2x

2
3 − x2x3 = υ1.

Και στο δεύτερο ϐήµα µπορούµε να συνεχίσουµε τη διαδικασία επιλέγοντας ελεύθερα ένα

από τα f1, f2, f3. Ας επιλέξουµε το πολυώνυµο f2.
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υ1
f2−→ υ1 −

x1x2

x2

(x2 − x3
3) = x4

2x
2
3 − x2x3 + x1x

3
3 =

<lex= x1x
3
3 + x4

2x
2
3 − x2x3 = υ2.

Παρατηρούµε ότι αν και εκτελέσαµε δύο ϕορές την αναγωγή, στο δεύτερο ϐήµα δεν

κερδίσαµε κάτι καθώς ο µόνος όρος του υπολοίπου που άλλαξε ήταν ο πρώτος, ο οποίος

έγινε και πιο σύνθετος. Αν πάλι στο δεύτερο ϐήµα επιλέγαµε να προχωρούσαµε την αναγωγή

µε το f1, τότε :

υ1
f1−→ υ1 −

x1x
3
3

x1
(x1 − x2

2) = x4
2x

2
3 − x2x3 + x2

2x
3
3 =

<lex= x4
2x

2
3 + x2

2x
3
3 − x2x3 = υ2.

Με αυτή την επιλογή έχει απαλειφθεί πλήρως η µεταβλητή x1, κάτι που είναι προφανώς

προτιµότερο για τη συνέχεια των υπολογισµών µας. Η διαδικασία συνεχίζεται και στην οποία

δε ϑα συµµετέχει ξανά το πολυώνυµο f1.
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2.4 Ασκήσεις

΄Ασκηση 10. Αποδείξετε ότι στον δακτύλιο πολυωνύµων K[x] ορίζεται µοναδική µονωνυµική

διάταξη.

΄Ασκηση 11. ΄Εστω ο πολυωνυµικός δακτύλιος K[x1, . . . , x4], όπου x1 > x2 > x3 > x4. Να

δώσετε παράδειγµα πέντε διαφορετικών στοιχείων του T4 τα οποία περιέχουν τουλάχιστον τρεις

από τις µεταβλητές του δακτυλίου και ακριβώς τρία από αυτά να έχουν τον ίδιο ϐαθµό. Στη

συνέχεια, να τα διατάξετε ως προς τη λεξικογραφική διάταξη.

΄Ασκηση 12. Αποδείξετε την Πρόταση 2.2.7.

΄Ασκηση 13. ΄Εστω ο πολυωνυµικός δακτύλιος K[x1, . . . , x4], όπου x1 > x2 > x3 > x4. Να

δώσετε παράδειγµα πέντε διαφορετικών στοιχείων του T4 τα οποία περιέχουν τουλάχιστον τρεις

από τις µεταβλητές του δακτυλίου και ακριβώς τρία από αυτά να έχουν τον ίδιο ϐαθµό. Στη

συνέχεια, να τα διατάξετε ως προς τη ϐαθµωτή λεξικογραφική διάταξη.

΄Ασκηση 14. ΄Εστω ο πολυωνυµικός δακτύλιος K[x1, . . . , x5], όπου x1 > x2 > x3 > x4 > x5.

Να δώσετε παράδειγµα πέντε διαφορετικών στοιχείων του T5 τα οποία περιέχουν τουλάχιστον

τέσσερις από τις µεταβλητές του δακτυλίου και ακριβώς τέσσερα από αυτά να έχουν τον ίδιο

ϐαθµό. Στη συνέχεια, να τα διατάξετε ως προς τη αντίστροφη ϐαθµωτή λεξικογραφική διάταξη.

΄Ασκηση 15. Αποδείξετε την Πρόταση 2.2.10.

΄Ασκηση 16. Αποδείξετε ότι στον πολυωνυµικό δακτύλιο K[x1, x2] η ϐαθµωτή λεξικογραφική

διάταξη και η αντίστροφη ϐαθµωτή λεξικογραφική διάταξη ταυτίζονται στο σύνολο T2. Τι

συµβαίνει όταν n > 2;

΄Ασκηση 17. Αποδείξετε την Πρόταση 2.2.15.

΄Ασκηση 18. Να δώσετε παράδειγµα τριών δακτυλίων οι οποίοι να περιέχουν τουλάχιστον δύο

µεταβλητές ο καθένας, εφοδιασµένοι µε διαφορετική µονωνυµική διάταξη. Στη συνέχεια, να

δώσετε παράδειγµα τριών διαφορετικών µονωνύµων στον κάθε δακτύλιο που ορίσαµε. Να τα

διατάξετε σύµφωνα µε τη διάταξη γινοµένου.

΄Ασκηση 19. Αποδείξετε ότι η διάταξη απαλοιφής είναι µονωνυµική διάταξη.

΄Ασκηση 20. Αποδείξετε την Πρόταση 2.2.20.

΄Ασκηση 21. ΄Εστω ο πολυωνυµικός δακτύλιος K[x1, . . . , x4], όπου x1 > x2 > x3 > x4. Να

δώσετε παράδειγµα πέντε διαφορετικών στοιχείων του T4 τα οποία περιέχουν τουλάχιστον τρεις

από τις µεταβλητές του δακτυλίου και ακριβώς τρία από αυτά να έχουν τον ίδιο ϐαθµό ϐάρους

w, όπου w = (w1, . . . , wn) ∈ Rn
≥0 διάνυσµα το οποίο και ϑα ορίσετε. Στη συνέχεια, να τα

διατάξετε ως προς τη διάταξη ϐάρους w την οποία και ϑα ορίσετε.

΄Ασκηση 22. ΄Εστω ο πολυωνυµικός δακτύλιοςK[x1, . . . , xn]. Θεωρείστε κατάλληλο διάνυσµα

ϐάρους (µη µηδενικό)w ∈ Rn
≥0 και κατάλληλη µονωνυµική διάταξη, έτσι ώστε η διάταξη ϐάρους

να ταυτίζεται µε τη λεξικογραφική διάταξη. Κάνετε το ίδιο και για την ϐαθµωτή λεξικογραφική

διάταξη. Να αιτιολογήσετε πλήρως τον ισχυρισµό σας.
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΄Ασκηση 23. Θεωρούµε το πολυώνυµο f = 2x4y5+3x5y2+x3y9 ∈ Q[x, y]. Να δειχθεί ότι δεν

υπάρχει µονωνυµική διάταξη στον δακτύλιο Q[x, y] τέτοια ώστε lm(f) = x4y5.

΄Ασκηση 24. Θεωρούµε το πολυώνυµο ϕ = −2x2
1x2x

5
3 + 4x3

3 − x3
1 + x3

2x
5
3 ∈ K[x1, x2, x3].

Να ϐρείτε τον ϐαθµό του πολυωνύµου ως προς τη λεξικογραφική διάταξη και ως προς την

αντίστροφη ϐαθµωτή λεξικογραφική διάταξη µε x1 > x2 > x3. Εκτελέστε την ίδια άσκηση

ϑεωρώντας x3 > x2 > x1.

΄Ασκηση 25. Εκτελέστε το παράδειγµα 2.3.1 ϑεωρώντας τις διατάξεις ως προς x < y < z.

΄Ασκηση 26. ΄Εστω f ∈ K[x1, . . . , xn] και έστω ότι έχουµε τη µονωνυµική διάταξη <lex µε

x1 > x2 > . . . > xn. Σταθεροποιούµε ένα i ∈ {1, . . . , n}. Να δειχθεί ότι f ∈ K[xi, . . . , xn] αν

και µόνο αν lt(f) ∈ K[xi, . . . , xn].

΄Ασκηση 27. i. Θεωρούµε το πολυώνυµο f = x2
1x

2
2 − x2

4 ∈ S = Q[x1, x2, x3, x4] και έστω

το σύνολο πολυωνύµων:

F = {f1 = −x2
2x4 + x1, f2 = −x3x4 + x2, f3 = −x3

4 + x3, f4 = x3
4 − x4}, fi ∈ S.

Θεωρώντας διάταξη όρων τη λεξικογραφική διάταξη µε x1 > x2 > x3 > x4, να υπολογι-

στεί το πολυώνυµο υ ∈ S τέτοιο ώστε f
F−→+ υ. Στη συνέχεια, να γραψετε το πολυώνυµο

f συναρτήσει των f1, f2, f3, f4, υ.

ii. Επαναλάβετε το προηγούµενο ερώτηµα ϑεωρώντας διάταξη όρων την ϐαθµωτή λεξικο-

γραφική διάταξη µε x4 > x3 > x2 > x1.

΄Ασκηση 28. i. Θεωρούµε το πολυώνυµο f = x7
1 − 1 ∈ S = Q[x1, x2] και έστω το σύνολο

πολυωνύµων:

F = {f1 = x2
1 − x2, f2 = x2

2 − x1}, f1, f2 ∈ S.

Θεωρώντας διάταξη όρων τη λεξικογραφική διάταξη µε x1 > x2, να υπολογιστεί το ανά-

γωγο πολυώνυµο υ ∈ S τέτοιο ώστε f
F−→+ υ. Στη συνέχεια, να γραψετε το πολυώνυµο

f συναρτήσει των f1, f2, υ.

ii. Επαναλάβετε το ερώτηµα (i) ϑεωρώντας διάταξη όρων την ϐαθµωτή λεξικογραφική διά-

ταξη µε x1 > x2.

iii. Επαναλάβετε το ερώτηµα (i) ϑεωρώντας διάταξη όρων την αντίστροφη ϐαθµωτή λεξικο-

γραφική διάταξη µε x1 > x2.

΄Ασκηση 29. i. Θεωρούµε το πολυώνυµο f = x1x
2
2x

2
3 + x1x2 − x2x3 ∈ S = Q[x1, x2, x3]

και έστω το σύνολο πολυωνύµων:

F = {f1 = x1 − x2
2, f2 = x2 − x3

3, f3 = x2
3 − 1}, f1, f2, f3 ∈ S.

Θεωρώντας διάταξη όρων τη λεξικογραφική διάταξη µε x1 > x2 > x3, να υπολογιστεί

το υπόλοιπο υ ∈ S τέτοιο ώστε f
F−→+ υ. Στη συνέχεια, να γραψετε το πολυώνυµο f

συναρτήσει των f1, f2, f3, υ.
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ii. Επαναλάβετε το ερώτηµα (i) ϑεωρώντας διάταξη όρων τη λεξικογραφική διάταξη µε

x3 > x2 > x1.

iii. Επαναλάβετε το ερώτηµα (i) ϑεωρώντας διάταξη όρων τη ϐαθµωτή λεξικογραφική διά-

ταξη µε x1 > x2 > x3.

΄Ασκηση 30. ΄Εστω f, g, υ, υ1, υ2 ∈ K[x1, . . . , xn] και έστω F σύνολο µη µηδενικών πολυωνύ-

µων στον K[x1, . . . , xn]. Να εξετάσετε την ισχύ της παρακάτω ιδιότητας :

Εάν f +g
F−→ υ, f

F−→ υ1 και g
F−→ υ2, όπου τα υ, υ1, υ2 είναι ανάγωγα ως προς το σύνολο

πολυωνύµων F , τότε ισχύει υ1 + υ2 = υ.

΄Ασκηση 31. ΄Εστω f, g, υ, υ1, υ2 ∈ K[x1, . . . , xn] και έστω F σύνολο µη µηδενικών πολυωνύ-

µων στον K[x1, . . . , xn]. Να εξετάσετε την ισχύ της παρακάτω ιδιότητας :

Εάν f · g F−→ υ, f
F−→ υ1 και g

F−→ υ2, όπου τα υ, υ1, υ2 είναι ανάγωγα ως προς το σύνολο

πολυωνύµων F , τότε ισχύει υ1 · υ2 = υ.

΄Ασκηση 32. Θεωρούµε τα πολυώνυµα f = x3
1−x2

1x2−x2
1x3+x1, g = x3

2−x2
1x2−x2

1x3+x1 ∈
S = Q[x1, x2, x3] και έστω τα πολυώνυµα f1 = x2

1x2 − x3, f2 = x1x2 − 1 ∈ S, όπου Θεωρούµε

διάταξη όρων τη αντίστροφη ϐαθµωτή λεξικογραφική διάταξη µε x1 > x2 > x3.

i. Να υπολογιστεί το υπόλοιπο υ1 ∈ S εκτελώντας τη διαίρεση του f µε το F = {f1, f2} µε

πρώτο ϐήµα αναγωγής επιλέγοντας το πολυώνυµο f1.

ii. Να υπολογιστεί το υπόλοιπο υ2 ∈ S εκτελώντας τη διαίρεση του f µε το F = {f1, f2} µε

πρώτο ϐήµα αναγωγής επιλέγοντας το πολυώνυµο f2.

iii. Να υπολογιστεί το υπόλοιπο υ1 ∈ S εκτελώντας τη διαίρεση του g µε το F = {f1, f2} µε

πρώτο ϐήµα αναγωγής επιλέγοντας το πολυώνυµο f1.

iv. Να υπολογιστεί το υπόλοιπο υ2 ∈ S εκτελώντας τη διαίρεση του g µε το F = {f1, f2} µε

πρώτο ϐήµα αναγωγής επιλέγοντας το πολυώνυµο f2.

v. Μπορείτε να απαντήσετε στην ερώτηση αν f, g ∈ I = 〈f1, f2〉; Να αιτιολογήσετε πλήρως

την απάντησή σας.



Κεφάλαιο 3

Βάσεις Gröbner

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα αναπτύξουµε τη ϐασική ϑεωρία των ϐάσεων Gröbner.

3.1 Μονωνυµικά ιδεώδη και το αρχικό ιδεώδες

Οι ϐάσεις Gröbner συνδέονται άµεσα µε τα µονωνυµικά ιδεώδη. Αρχικά ϑα κάνουµε µια

µικρή εισαγωγή στα µονωνυµικά ιδεώδη, παρατηρώντας κάποιες ϐασικές τους ιδιότητες, µε

σκοπό την καλύτερη κατανόηση αυτών. Στη συνέχεια ϑα ορίσουµε το αρχικό ιδεώδες, ένα

µονωνυµικό ιδεώδες το οποίο µας απαντάει για το πότε ένα σύνολο πολυωνύµων είναι ϐάση

Gröbner για ένα ιδεώδες.

3.1.1 Μια εισαγωγή στα µονωνυµικά ιδεώδη

Θεωρούµε ότι ϐρισκόµαστε στον πολυωνυµικό δακτύλιο S = K[x1, . . . , xn], όπου K τυχαίο

σώµα.

Ορισµός 3.1.1. Ορίζουµε ως µονωνυµικό ιδεώδες του S, το ιδεώδες το οποίο παράγεται από

µονώνυµα.

Για παράδειγµα, τα ιδεώδη I1 = 〈x, y〉 και I2 = 〈x2y3, x2y〉 του δακτυλίου Q[x, y] είναι

µονωνυµικά, ενώ το ιδεώδες I3 = 〈x+y, y3〉 δεν είναι. ΄Αµεσο είναι το ερώτηµα που προκύπτει

για το πότε ένα µονώνυµο ανήκει σε ένα µονωνυµικό ιδεώδες.

Λήµµα 3.1.2. ΄Εστω µονωνυµικό ιδεώδες I = 〈xα1 , . . . ,xαk〉, αi ∈ Nn. ΄Ενα µονώνυµο xβ ∈
I, β ∈ Nn αν και µόνο αν υπάρχει δείκτης j ∈ {1, . . . , k} τέτοιος ώστε xαj | xβ.

Απόδειξη. Αφήνεται ως άσκηση.

Σε συνέχεια του προηγούµενου λήµµατος, διατυπώνουµε την αντίστοιχη ερώτηση για το

πότε ένα πολυώνυµο ανήκει σε ένα µονωνυµικό ιδεώδες. Την απάντηση µας τη δίνει η

ακόλουθη πρόταση:

Πρόταση 3.1.3. Θεωρούµε µονωνυµικό ιδεώδες I του δακτυλίου S = K[x1, . . . , xn] και έστω

f ∈ S. Τα παρακάτω είναι ισοδύναµα:

45
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α) Το πολυώνυµο f ∈ I.

β) Κάθε όρος του πολυωνύµου f ανήκει στο ιδεώδες I.

γ) Το πολυώνυµο f γράφεται ως συνδυασµός των µονωνύµων του I, όπου οι συντελεστές

αυτού ανήκουν στον K[x1, . . . , xn].

Απόδειξη. Προφανώς ισχύει γ =⇒ β καθώς αν το πολυώνυµο γράφεται ως άθροισµα µονω-

νύµων του I, οι όροι του f είναι τα στοιχεία του ιδεώδους. Επίσης β =⇒ α το οποίο έπεται

άµεσα από τον ορισµό του ιδεώδους.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι το πολυώνυµο f ∈ I = 〈xα1 , . . . ,xαk〉, αi ∈ Nn. Από τον

ορισµό, έπεται ότι υπάρχουν πολυώνυµα fi ∈ S τέτοια ώστε :

f =

k
∑

i=1

fix
αi . (∗)

Αναλύοντας κάθε πολυώνυµο fi στους όρους του, δηλαδή στον γραµµικό συνδυασµό µονω-

νύµων του δακτυλίου S, έπεται ότι κάθε όρος του f που ϐρίσκεται στο αριστερό µέλος της

(∗) διαιρείται από κάποιον όρο του δεξιού µέλους της (∗). Ισοδύναµα, για κάθε όρο X του

πολυωνύµου f υπάρχει δείκτης j ∈ {1, . . . , k} για τον οποίο xαj | X. Το (β) έπεται από το

Λήµµα 3.1.2. Το (γ) είναι άµεσο από τον ορισµό.

Το επόµενο αποτέλεσµα είναι γνωστό ως Λήµµα του Dickson σύµφωνα µε το οποίο κάθε

µονωνυµικό ιδεώδες είναι πεπερασµένα παραγόµενο.

Θεώρηµα 3.1.4. (Λήµµα Dickson) Κάθε µη κενό µονωνυµικό ιδεώδες του δακτυλίου S =
K[x1, . . . , xn] έχει πεπερασµένο σύνολο γεννητόρων. Ισοδύναµα, αν I = 〈xα, α ∈ Nn〉 ιδεώδες

του S, τότε υπάρχουν i = 1, . . . , k τέτοια ώστε I = 〈xα1 ,xα2 , . . . ,xαk〉, όπου α1, . . . , αk ∈ Nn.

Απόδειξη. ...

Μια πολύ χρήσιµη ιδιότητα για τα µονωνυµικά ιδεώδη είναι η ακόλουθη.

Πρόταση 3.1.5. Κάθε µονωνυµικό ιδεώδες έχει µοναδικό ελαχιστοτικό σύνολο µονωνυµικών

γεννητόρων. Το σύνολο αυτό ϑα το συµβολίσουµε µε MI .

Απόδειξη. ΄Εστω I µονωνυµικό ιδεώδες. Η ύπαρξη ελαχιστοτικού συνόλου γεννητόρων έπεται

από το Λήµµα του Dickson. ΄Εστω ότι αυτό έχει δύο ελαχιστοτικά σύνολα γεννητόρων. Ας

είναι αυτά {xα1 , . . . ,xαk} και {xβ1, . . . ,xβm} όπου αi, βj ∈ Nn, i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , m.

Θα αποδείξουµε αρχικά ότι {xβ1, . . . ,xβm} ⊆ {xα1 , . . . ,xαk}. ΄Εστω xβj ∈ I. Καθώς

I = 〈xα1 , . . . ,xαk〉 και xβj ∈ I, ∀j = 1, . . . , m από το Λήµµα 3.1.2 έχουµε ότι υπάρχει

δείκτης i ∈ {1, . . . , k} τέτοιος ώστε xαi | xβj. Με αντίστοιχο συλλογισµό έχουµε ότι υπάρχει

δείκτης n ∈ {1, . . . , m} τέτοιος ώστε xβn | xαi . Συµπεραίνουµε ότι xβn | xβj και καθώς το

σύνολο γεννητόρων {xβ1 , . . . ,xβm} είναι ελαχιστοτικό, έχουµε υποχρεωτικά ότι n = j κάτι

που σηµαίνει ότι xβj = xαi και αποδείχτηκε ο Ϲητούµενος εγκλεισµός. Με τον ίδιο τρόπο

αποδεικνύουµε και ότι {xα1 , . . . ,xαk} ⊆ {xβ1 , . . . ,xβm}.
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Τα µονωνυµικά ιδεώδη αποτελούν µια κατηγορία ιδεωδών, στην οποία µπορούµε εύκολα

να κάνουµε διάφορους υπολογισµούς. Ας επανέλθουµε στα παραδείγµατα ιδεωδών που

ορίσαµε στο πρώτο κεφάλαιο και ας µελετήσουµε τέτοια παραδείγµατα στην ειδική περίπτωση

των µονωνυµικών ιδεωδών.

Πρόταση 3.1.6. Θεωρούµε τα µονωνυµικά ιδεώδη I = 〈xα1 , . . . ,xαk〉 και J = 〈xβ1 , . . . ,xβm〉
του πολυωνυµικού δακτυλίου K[x1, . . . , xn]. Τότε,

α) I + J = 〈xα1 , . . . ,xαk ,xβ1, . . . ,xβm〉.

β) I · J = 〈xαixβj , i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , m〉.
Απόδειξη. ...

Πρόταση 3.1.7. Θεωρούµε τα µονωνυµικά ιδεώδη I, J µε ελαχιστοτικά σύνολα γεννητόρων

MI = {xα1 , . . . ,xαk} και MJ = {xβ1, . . . ,xβm} αντίστοιχα µε αi, βj ∈ Nn. Τότε,

α) I ∩ J = 〈ε.κ.π.(xαi ,xβj), i = 1, . . . , k και j = 1, . . . , m〉.

β) I : J =
⋂m

j=1 I : 〈xβj〉, όπου I : 〈xβj〉 = 〈 xαi

µ.κ.δ. (xαi ,x
βj)

, i = 1, . . . , k〉.

γ)
√
I = 〈

√
xαi , i = 1, . . . , k〉, όπου

√
xαi =

n
∏

i=1,αi 6=0

xi.

Απόδειξη. ...

Παράδειγµα 3.1.8. ΄Εστω ο πολυωνυµικός δακτύλιος K[x1, x2, x3, x4]. Θεωρούµε τα

µονωνυµικά ιδεώδη I = 〈x2
1x

2
2x4, x1x2x3, x

2
2〉 και J = 〈x2

1x4, x1x2〉. Αρχικά παρατη-

ϱούµε µε τη ϐοήθεια του Λήµµατος 3.1.2 ότι

I = 〈x2
1x

2
2x4, x1x2x3, x

2
2〉 = 〈x2

2, x1x2x3〉 και J = 〈x2
1x4, x1x2〉.

΄Αρα σύµφωνα µε την Πρόταση 3.1.6,

I + J = 〈x2
2, x1x2x3, x

2
1x4, x1x2〉 = 〈x2

2, x
2
1x4, x1x2〉

και

I · J = 〈x2
1x

2
2x4, x1x

3
2, x

3
1x2x3x4, x

2
1x

2
2x3〉.

Εφαρµόζοντας την Πρόταση 3.1.7, έχουµε :

I ∩ J = 〈x2
1x

2
2x4, x

2
1x2x3x4, x1x

2
2, x1x2x3〉 = 〈x1x

2
2, x1x2x3〉.

Επιπλέον,

I : J = 〈x2
2, x1x2x3〉 : 〈x2

1x4, x1x2〉 =
2
⋂

j=1

I : 〈xβj〉

= 〈x2
2, x1x2x3〉 : 〈x2

1x4〉 ∩ 〈x2
2, x1x2x3〉 : 〈x1x2〉

= 〈x2
2, x2x3〉 ∩ 〈x2, x3〉

= 〈x2
2, x

2
2x3, x2x3, x2x3〉 = 〈x2

2, x2x3〉.
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Τέλος, √
I = 〈

√

x2
2,
√
x1x2x3〉 = 〈x2, x1x2x3〉 = 〈x2〉, και

√
J = 〈

√

x2
1x4,

√
x1x2〉 = 〈x1x4, x1x2〉.

Εύκολα µπορούµε να αποδείξουµε ότι ένα µονωνυµικό ιδεώδες είναι πρώτοαʹ αν και

µόνο αν αυτό παράγεται από ένα υποσύνολο του συνόλου των µεταβλητών του δακτυλί-

ου µας. Για παράδειγµα, το
√
I που υπολογίσαµε παραπάνω είναι πρώτο µονωνυµικό

ιδεώδες.

αʹ ΄Ενα ιδεώδες I καλείται πρώτο αν α · β ∈ I =⇒ ή α ∈ I ή β ∈ I. Την έννοια αυτή εισάγει ο

Dedekind γενικεύοντας την έννοια του πρώτου αριθµού.

Οι υπολογισµοί δεν είναι το ίδιο εύκολοι στην περίπτωση που το ιδεώδες µας δεν εί-

ναι µονωνυµικό. ΄Οταν συµβαίνει αυτό, οι ϐάσεις Gröbner τους απλοποιούν σε ορισµένες

περιπτώσεις, όπως ϑα δούµε αναλυτικά και στη συνέχεια.

3.1.2 Το αρχικό ιδεώδες

΄Ενα πολύ ϐασικό µονωνυµικό ιδεώδες σε έναν πολυωνυµικό δακτύλιο στη ϑεωρία των ϐάσεων

Gröbner είναι το αρχικό ιδεώδες. ΄Οπως µπορούµε να δούµε και στον ορισµό που ακολουθεί,

το αρχικό ιδεώδες ενός ιδεώδους προκύπτει λαµβάνοντας υπόψιν τους αρχικούς όρους των

πολυωνύµων που ανήκουν στο ιδεώδες.

Ορισµός 3.1.9. Θεωρούµε I ένα ιδεώδες του πολυωνυµικού δακτυλίου K[x1, . . . , xn], ο οποίος

είναι εφοδιασµένος µε µια µονωνυµική διάταξη <. Ορίζουµε το αρχικό ιδεώδες του I ως προς

τη διάταξη <, το µονωνυµικό ιδεώδες :

in<(I) = 〈lt(f), f ∈ I〉.

Παρατήρηση 3.1.10. Κάποιες χρήσιµες παρατηρήσεις πάνω στον ορισµό που δώσαµε :

1. Είναι προφανές ότι καθοριστικό ϱόλο για την εύρεση ενός αρχικού ιδεώδους, έχει η

µονωνυµική διάταξη την οποία έχουµε επιλέξει, καθώς είναι διαφορετικοί οι αρχικοί

όροι των πολυωνύµων. Ανάλογα τη µονωνυµική διάταξη λαµβάνουµε και το αρχικό

ιδεώδες.

2. ΄Εστω πολυώνυµο f ∈ K[x1, . . . , xn]. Γνωρίζουµε ότι lt(f) = lc(f) · lm(f), όπου οι

αρχικοί συντελεστές είναι µη µηδενικά στοιχεία του σώµατος K κα εποµένως διαθέτουν

αντίστροφο. Συνεπώς in<(I) = 〈lm(f), f ∈ I〉, δηλαδή το αρχικό ιδεώδες in<(I)
παράγεται και από τα αρχικά µονώνυµα lm(f).

3. Θεωρούµε το ιδεώδες I = 〈ϕ1, . . . , ϕs〉 ⊆ K[x1, . . . , xn]. Είναι λάθος να συµπεράνουµε

ότι in<(I) = 〈lt(ϕ1), . . . , lt(ϕs)〉. Για παράδειγµα, ϑεωρούµε το ιδεώδες

I = 〈x2
1x2 + x3x

2
4, x1x

2
2 − x3x

2
4〉 ⊆ K[x1, x2, x3, x4].
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΄Εστω το πολυώνυµο f = x2(x
2
1x2 + x3x

2
4) − x1(x1x

2
2 − x3x

2
4) = x2x3x

2
4 + x1x3x

2
4 ∈ I.

Θεωρώντας διάταξη όρων την αντίστροφη ϐαθµωτή λεξικογραφική µε x1 > x2 > x3 > x4

παρατηρούµε ότι

lt(f) = x1x3x
2
4 /∈ 〈x2

1x2, x1x
2
2〉 = 〈lt(x2

1x2 + x3x
2
4), lt(x1x

2
2 − x3x

2
4)〉.

Από την παρατήρηση αυτή, συµπεραίνουµε ότι γενικά ισχύει

〈lt(ϕ1), . . . , lt(ϕs)〉 ⊆ in<(I).

4. Από το Λήµµα του Dickson έπεται ότι το αρχικό ιδεώδες είναι πεπερασµένα παραγό-

µενο, δηλαδή αν πάρουµε ένα ιδεώδες I ⊆ K[x1, . . . , xn] τότε υπάρχουν πολυώνυµα

f1, . . . , fs ∈ I τέτοια ώστε in<(I) = 〈lt(f1), . . . , lt(fs)〉.

΄Οπως παρατηρήσαµε προηγουµένως, κάθε διαφορετική µονωνυµική διάταξη είναι πιθα-

νό να µας οδηγήσει και σε διαφορετικό αρχικό ιδεώδες. Λόγω της απειρίας των µονωνυµικών

διατάξεων σε έναν πολυωνυµικό δακτύλιο µε περισσότερο από δύο µεταβλητές, κάποιος πε-

ϱιµένει ένα ιδεώδες να έχει άπειρα αρχικά ιδεώδη. Αξιοσηµείωτο είναι ότι συµβαίνει το

αντίθετο.

Πρόταση 3.1.11. Κάθε ιδεώδες I ⊆ K[x1, . . . , xn] έχει πεπερασµένο πλήθος διαφορετικά

αρχικά ιδεώδη.

Απόδειξη. ...

3.2 Εισαγωγή στις ϐάσεις Gröbner και ο αλγόριθµος Bu

chberger

Είµαστε σε ϑέση να περάσουµε στον ορισµό των ϐάσεων Gröbner και να αναπτύξουµε τη

ϐασική ϑεωρία υπολογισµού τους. Οι ϐάσεις Gröbner αποτελούν δοµικό εργαλείο στην

Υπολογιστική ΄Αλγεβρα, µε ευρεία εφαρµογή σε πολλά ϑεωρητικά αλγεβρικά προβλήµατα.

Η ϑεωρία των ϐάσεων Gröbner έχει τεράστιο ενδιαφέρον, κυρίως λόγω των υπολογιστικών

εφαρµογών που έχει σε πολλούς κλάδους των µαθηµατικών, της επιστήµης των υπολογιστών

και των πολυτεχνικών επιστηµών. Ο ορισµός τους έγινε το 1965 από τον B. Buchberger1

στη διδακτορική του διατριβή, ο οποίος τους έδωσε αυτό το όνοµα προς τιµήν του καθηγητή

του W. Gröbner2. Αρχικά ϑα δώσουµε τον ορισµό αυτών και στη συνέχεια τον αλγόριθµο

υπολογισµού τους.

1Bruno Buchberger. ΄Εχει γεννηθεί το 1942 στην Αυστρία και είναι καθηγητής στο Πανεπιστήµιο J. Kepler

της Αυστρίας. Μεγάλη του ανακάλυψη οι ϐάσεις Gröbner, για την οποία τιµάται µε το ACM Kanellakis Award

το 2007.
2Wolfgang Gröbner (1899-1980). Αυστριακός µαθηµατικός που έγινε γνωστός κυρίως από τον µαθητή του

Buchberger, ο οποίος δίνει το δικό του ονόµα στις ανακαλύψεις του στη διδακτορική του διατριβή. ΄Εχει

συνεργαστεί και µε την E. Noether στη µεταθετική άλγεβρα.
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3.2.1 Βάσεις Gröbner

΄Εστω ο πολυωνυµικός δακτύλιος K[x1, . . . , xn] εφοδιασµένος µε µια µονωνυµική διάταξη <
µε x1 > · · · > xn και έστω I = 〈f1, . . . , fs〉 ιδεώδες αυτού. Κλείνοντας στην προηγούµενη ενό-

τητα, συγκρίνοντας το ιδεώδες I µε το αντίστοιχο αρχικό του ιδεώδες in<(I), παρατηρήσαµε

ότι ισχύει :

〈lt(f1), . . . , lt(fs)〉 ⊆ in<(I).

Υπάρχουν σύνολα πολυωνύµων τα οποία γεννούν το ιδεώδες και πληρούν την ισότητα

στην παραπάνω σχέση. ΄Ενα τέτοιο σύνολο ορίζεται ως ϐάση Gröbner για ένα ιδεώδες.

Ορισµός 3.2.1. ΄Εστω ένα ιδεώδες I του πολυωνυµικού δακτυλίου K[x1, . . . , xn] εφοδιασµέ-

νος µε µια µονωνυµική διάταξη <. ΄Ενα σύνολο µη µηδενικών πολυωνύµων {f1, . . . , fs} ⊆ I
καλείται ϐάση Gröbner του I αν

〈lt(f1), . . . , lt(fs)〉 = in<(I).

΄Ενας περισσότερο εύχρηστος ορισµός είναι ο ακόλουθος :

Ορισµός 3.2.2. ΄Εστω ένα ιδεώδες I του πολυωνυµικού δακτυλίου K[x1, . . . , xn] εφοδιασµέ-

νος µε µια µονωνυµική διάταξη <. ΄Ενα σύνολο µη µηδενικών πολυωνύµων {g1, . . . , gt} ⊆ I
λέγεται ϐάση Gröbner του I, αν για κάθε µη µηδενικό f ∈ I υπάρχει i ∈ {1, . . . , t} έτσι ώστε

lm(gi) | lm(f).

Στο ϑεώρηµα που ακολουθεί αποδεικνύουµε την ισοδυναµία των δύο ορισµών. Επιπλέον,

µπορούµε να δούµε δύο ακόµη περιγραφές για το πότε ένα σύνολο πολυωνύµων είναι ϐάση

Gröbner για ένα ιδεώδες.

Θεώρηµα 3.2.3. ΄Εστω I ένα µη µηδενικό ιδεώδες του πολυωνυµικού δακτυλίου K[x1, . . . , xn]
εφοδιασµένος µε µονωνυµική διάταξη < και έστω G = {g1, . . . , gt} ⊆ I. Τα επόµενα είναι

ισοδύναµα:

α) G είναι ϐάση Gröbner του I.

β) f ∈ I αν και µόνο αν f
G−→+ 0.

γ) f ∈ I αν και µόνο αν f =
t
∑

i=1

higi µε lm(f) = max1≤i≤t(lm(hi)lm(gi)).

δ) in<(G) = in<(I).

Απόδειξη. (α) =⇒ (β) ΄Εστω f ∈ I, τότε από τον αλγόριθµο της διαίρεσης υπάρχει r ∈
K[x1, . . . , xn] ανάγωγο µόδιο G ούτως ώστε f

G−→+ r και εποµένως f =
t
∑

i=1

higi + r. Υπο-

ϑέτουµε ότι r 6= 0. Καθώς f ∈ I και gi ∈ I, έχουµε ότι r ∈ I. Από την υπόθεση, υπάρχει

i ∈ {1, . . . , t} έτσι ώστε lm(gi) | lm(r). Η τελευταία πρόταση αντίκειται στο ότι το r είναι

ανάγωγο. ΄Αρα r = 0. ΄Εστω f
G−→+ 0, τότε από τον αλγόριθµο της διαίρεσης f =

t
∑

i=1

higi + 0

και εποµένως f ∈ I αφού κάθε gi ∈ I.
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(β) =⇒ (γ) ΄Εστω f ∈ I, τότε, από την υπόθεση, f
G−→+ 0, οπότε κάνοντας χρήση του αλ-

γόριθµου διαίρεσης έχουµε ότι f =
t
∑

i=1

higi µε lm(f) = max1≤i≤t(lm(hi)lm(gi)). Αντίστροφα,

από την σχέση f =
t
∑

i=1

higi παίρνουµε f ∈ I αφού G ⊆ I.

(γ) =⇒ (δ) Είναι προφανές ότι in<(G) ⊆ in<(I) καθώς G ⊆ I. ΄Εστω lm(f) ένας γεννήτο-

ϱας του in<(I), όπου f ∈ I. Τότε, από την υπόθεση έχουµε lm(f) = max1≤i≤t(lm(hi)lm(gi)),
δηλαδή lm(f) = lm(hi)lm(gi) για κάποιο i ∈ {1, . . . , t}. Συνεπώς

lm(f) ∈ 〈lm(gi)|gi ∈ G〉 = in<(G),

πράγµα που σηµαίνει ότι in<(I) ⊆ in<(G).
(δ) =⇒ (α) ΄Εστω f ∈ I, τότε lt(f) ∈ in<(I) και άρα από υπόθεση lt(f) ∈ in<(G).

Εποµένως υπάρχουν πολυώνυµα h1, . . . , ht στον K[x1, . . . , xn] έτσι ώστε

lt(f) = h1lt(g1) + · · ·+ htlt(gt).

Κάθε όρος του πολυωνύµου h1lt(g1) + · · ·+ htlt(gt) διαιρείται από κάποιο lm(gi), οπότε και

ο lt(f) διαιρείται από το lm(gi). ΄Αρα το σύνολο G είναι ϐάση Gröbner του I.

΄Αµεση συνέπεια του παραπάνω ϑεωρήµατος, είναι ότι ότι κάθε µη µηδενικό ιδεώδες I του

πολυωνυµικού δακτυλίου K[x1, . . . , xn] έχει ϐάση Gröbner και ότι κάθε ϐάση Gröbner του

I, αποτελεί και σύστηµα γεννητόρων του ιδεώδους.

Πρόταση 3.2.4. Κάθε µη µηδενικό ιδεώδες I ⊆ K[x1, . . . , xn] έχει ϐάση Gröbner.

Απόδειξη. ΄Εστω µη µηδενικό ιδεώδες I ⊆ K[x1, . . . , xn] εφοδιασµένος µε µια µονωνυµική

διάταξη <. Θεωρούµε το µονωνυµικό ιδεώδες in<(I). Από την Παρατήρηση 3.1.10 (4),

γνωρίζουµε ότι υπάρχουν f1, . . . , fs ∈ I τέτοια ώστε in<(I) = 〈lt(f1), . . . , lt(fs)〉. Θεωρούµε

το σύνολο G = {f1, . . . , fs}. Προφανώς in<(I) = in<(G) και σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.2.3

έπεται το Ϲητούµενο.

Πρόταση 3.2.5. Θεωρούµε ιδεώδες I ⊆ K[x1, . . . , xn] και έστω G = {g1, . . . , gt} ϐάση

Gröbner αυτού, ως προς µία µονωνυµική διάταξη <. Το σύνολο {g1, . . . , gt} αποτελεί σύνολο

γεννητόρων του I.

Απόδειξη. Γνωρίζουµε ότι gi ∈ I για κάθε i ∈ {1, . . . , t}. ΄Επεται ότι 〈g1, . . . , gt〉 ⊆ I. Θεω-

ϱούµε τυχαίο f ∈ I. Καθώς το σύνολο G είναι ϐάση Gröbner του ιδεώδους, από το Θεώρηµα

3.2.3 έχουµε ότι

f =
t
∑

i=1

higi.

Συνεπώς, f ∈ 〈g1, . . . , gt〉 από όπου και συµπεραίνουµε ότι I ⊆ 〈g1, . . . , gt〉.

΄Ενα ιδεώδες έχει διάφορα σύνολα γεννητόρων. Η χρησιµότητά των ϐάσεων Gröbner και

η ευρεία εφαρµογή τους όπως ϑα δούµε και παρακάτω, τις καθιστούν σύνολα γεννητόρων

µε πολύ πλούσιες ιδιότητες για το ίδιο το ιδεώδες. Μία επιπλέον πολύ σηµαντική ιδιότητα

αυτών ακολουθεί στο παρακάτω ϑεώρηµα.
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Στην ενότητα της διαίρεσης πολυωνύµων, είδαµε δύο προβλήµατα που εµφανίστηκαν

κατά τη διαδικασία της αναγωγής ενός πολυωνύµου κατά µόδιο ενός συνόλου πολυωνύµων.

Εκτελώντας την αναγωγή είδαµε ότι ένα πολυώνυµο µπορεί να ανάγεται σε δύο διαφορετικά

υπόλοιπα. Προέκταση αυτού του προβλήµατος, είναι και το γεγονός ότι ένα πολυώνυµο

είναι δυνατό να ανήκει σε ένα σύνολο πολυωνύµων, αλλά παρόλα αυτά να µη δίνει υπόλοιπο

µηδέν µόδιο αυτό το σύνολο, ϐλέπε Παρατήρηση 2.3.11. Αν το σύνολο πολυωνύµων µόδιο το

οποίο εκτελούµε την αναγωγή, είναι ϐάση Gröbner για το ιδεώδες, τα παραπάνω προβλήµατα

επιλύονται. Η απάντηση για το µηδενικό υπόλοιπο δόθηκε στο Θεώρηµα 3.2.3. Για τη

µοναδικότητα αυτού, έχουµε το ακόλουθο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 3.2.6. ΄Εστω G = {g1, . . . , gt} ⊆ K[x1, . . . , xn] ένα σύνολο µη µηδενικών πολυωνύ-

µων. Το G είναι ϐάση Gröbner αν και µόνο αν το υπόλοιπο της διαίρεσης µόδιο G οποιουδήποτε

f ∈ K[x1, . . . , xn] είναι µοναδικό.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι G είναι ϐάση Gröbner και f ∈ K[x1, . . . , xn]. ΄Εστω f
G−→+ r1

και f
G−→+ r2, όπου r1, r2 ∈ K[x1, . . . , xn] είναι ανάγωγα µόδιο G. Τότε f − r1 ∈ 〈G〉 και

f − r2 ∈ 〈G〉 και εποµένως r2 − r1 ∈ 〈G〉. Καθώς G είναι ϐάση Gröbner, από το Θεώρηµα

3.2.3 έχουµε ότι r2 − r1
G−→+ 0. Επίσης, r2 − r1

G−→+ r2 − r1 καθώς το πολυώνυµο r2 − r1
είναι ανάγωγο µόδιο G. Συνεπώς σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.2.3 έπεται ότι r2 − r1 = 0
δηλαδή r2 = r1.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι το υπόλοιπο της διαίρεσης µόδιο G οποιουδήποτε f ∈
K[x1, . . . , xn] είναι µοναδικό. ΄Εστω f ∈ 〈G〉 µε f

G−→+ r. Θα δείξουµε ότι r = 0 και

από το Θεώρηµα 3.2.3 ϑα συµπεράνουµε ότι το G είναι ϐάση Gröbner.

Ισχυριζόµαστε ότι η παρακάτω πρόταση Α είναι αληθής :

Πρόταση Α: Αν g
G−→+ r, όπου r είναι ανάγωγο µόδιο G, τότε για οποιοδήποτε i ∈

{1, . . . , t}, c ∈ K και X ∈ Tn έχουµε g − cXgi
G−→+ r.

΄Εστω ότι η πρόταση Α είναι αληθής και f ∈ I = 〈g1, . . . , gt〉 µε

f =

t
∑

i=1

higi =

l
∑

v=1

cvXvgiv ,

όπου iv ∈ {1, . . . , t} και τα Xv είναι µονώνυµα. Σύµφωνα µε την Πρόταση Α, έχουµε ότι αν

f
G−→+ r τότε

f − c1X1gi1
G−→+ r.

Επαναλαµβάνουµε την εφαρµογή της πρότασης για το πολυώνυµο f στην παραπάνω σχέση.

΄Εχουµε,

f − c1X1gi1 − c2X2gi2
G−→+ r.

Εφαρµόζοντας l ϕορές την παραπάνω διαδικασία, παίρνουµε τελικά ότι

0 = f −
t
∑

i=1

higi =
l
∑

v=1

cvXvgiv
G−→+ r.

΄Οµως 0
G−→+ 0, οπότε r = 0 και το Ϲητούµενο αποδείχτηκε πλήρως. Μένει να αποδείξουµε

την Πρόταση Α την οποία ισχυριστήκαµε.
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Απόδειξη της πρότασης Α. Ο αρχικός όρος του cXgi είναι

lt(cXgi) = cX lc(gi)lm(gi).

Εισάγουµε d ∈ K, έτσι ώστε ο συντελεστής του µονώνυµου X lm(gi) στο g να είναι dlc(gi).
∆ιακρίνουµε τις παρακάτω περιπτώσεις :

i) d = 0. Καθώς −c lc(gi)X lm(gi) είναι όρος του g − cXgi, εκτελούµε τη διαίρεση του

g − cXgi µε το gi και παίρνουµε

g − cXgi
gi−→ (g − cXgi)−

−clc(gi)X lm(gi)

lt(gi)
gi = g.

Από την υπόθεση έχουµε ότι g
G−→+ r και εποµένως g − cXgi

G→+ r.

ii) d = c. Καθώς d lc(gi)X lm(gi) είναι όρος του g, εκτελούµε την διαίρεση του g µε το gi
και παίρνουµε

g
gi−→ g − dlc(gi)X lm(gi)

lt(gi)
gi = g − cXgi

αφού d = c. ΄Εστω ότι g − cXgi
G−→+ r1, όπου r1 είναι ανάγωγο µόδιο G. Τότε

g
G−→+ r1, ενώ g

G−→+ r και το υπόλοιπο της διαίρεσης µόδιο G είναι µοναδικό. ΄Αρα

r1 = r.

iii) d 6= 0 και d 6= c. Καθώς d lc(gi)X lm(gi) είναι όρος του g, αφού d 6= 0, εκτελούµε τη

διαίρεση του g µε το gi και παίρνουµε

g
gi−→ g − dlc(gi)X lm(gi)

lt(gi)
gi = g − dXgi.

Καθώς (d− c)lc(gi)X lm(gi) είναι όρος του g− cXgi, αφού d 6= c εκτελούµε τη διαίρεση

του g µε το gi και παίρνουµε

g − cXgi
gi−→ g − cXgi

(d− c)lc(gi)X lm(gi)

lt(gi)
gi = g − dXgi.

Αν g − dXgi
G−→+ r2, όπου r2 είναι ανάγωγο µόδιο G, τότε

g
gi−→ g − dXgi

G−→+ r2

και

g − cXgi
gi−→ g − dXgi

G−→+ r2.

΄Οµως g
G−→+ r,οπότε r2 = r.

Στην επόµενη ενότητα ϑα παρουσιάσουµε αναλυτικά µια µεθοδολογία-αλγόριθµο υπο-

λογισµό των ϐάσεων Gröbner για ένα ιδεώδες. Βασιζόµενοι στα µέχρι τώρα αποτελέσµατά

µας, είναι ευνόητο ότι δεν είναι πάντα εύκολο να αποδεικνύουµε ότι ένα σύνολο πολυωνύµων

αποτελεί ϐάση Gröbner για ένα ιδεώδες. Σε ορισµένες περιπτώσεις, µπορούµε εύκολα να

ϐγάλουµε συµπέρασµα όπως µπορούµε να δούµε στο παράδειγµα που ακολουθεί.
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Παράδειγµα 3.2.7. Στο παράδειγµα αυτό αποδεικνύουµε για ένα σύνολο G ότι δεν

αποτελεί ϐάση Gröbner για οποιοδήποτε ιδεώδες του πολυωνυµικού δακτυλίου. Η

µεθοδολογία που ακολουθούµε είναι να ϐρούµε ένα πολυώνυµο στον πολυωνυµικό

δακτύλιο, το οποίο δεν ανήκει στο αρχικό ιδεώδες του συνόλου πολυωνύµων που εξε-

τάζουµε. Ισοδύναµα, δεν υπάρχει αρχικός όρος των πολυωνύµων του συνόλου G που

να διαιρεί κάποιον όρο του πολυωνύµου που έχουµε ϐρει. Αυτό το επιτυγχάνουµε, πο-

λύ εύκολα παρατηρώντας πιθανή απουσία µεταβλητής του δακτυλίου από το in<(G).
Η προσπάθειά µας είναι στο να εµφανίσουµε αυτή τη µεταβλητή ως τον αρχικό όρο

ενός πολυωνύµου στον πολυωνυµικό δακτύλιο.

Συγκεκριµένα, ας ϑεωρήσουµε τα πολυώνυµα g1 = x3 − y2, g2 = 2x3 − 2z2, g3 =
y2 + z ∈ Q[x, y, z]. Θα εξετάσουµε αν το σύνολο G = {g1, g2, g3} είναι ϐάση Gröbner

του ιδεώδους I = 〈g1, g2, g3〉 ως προς τη διάταξη <lex, µε x > y > z. ∆ιατάσσοντας τα

πολυώνυµα g1, g2 και g3, έχουµε ότι :

G = {g1 = x3 − y2, g2 = 2x3 − 2z2, g3 = y2 + z}.

Συµπεραίνουµε,

in<(G) = 〈x3, 2x3, y2〉 = 〈x3, y2〉.
Βάσει και των αρχικών µας παρατηρήσεων, η µεταβλητή z απουσιάζει από το in<(G).
Συνεπώς, για να αποδείξουµε ότι το παραπάνω σύνολο δεν αποτελεί ϐάση Gröbner του

ιδεώδους I, αρκεί να ϐρούµε ένα πολυώνυµο του I του οποίου ο µεγιστοβάθµιος όρος

να είναι δύναµη του z.

Εξ ορισµού έχουµε ότι το in<(I) = 〈lt(f) | f ∈ I〉. Καθώς g1, g2 ∈ I, έπεται ότι

g1 + (−1

2
)g2 ∈ I ⇒ −y2 + z2 ∈ I.

Καθώς −y2 + z2 ∈ I και g3 ∈ I έχουµε ότι 2z2 ∈ in<(I) ⇒ z2 ∈ in<(I). Προφανώς

z2 /∈ in<(G) και συνεπώς το G δεν είναι ϐάση Gröbner.

Το παραπάνω παράδειγµα µας υποδεικνύει ένα τρόπο απόδειξης ότι ένα σύνολο πολυω-

νύµων δεν αποτελεί ϐάση Gröbner για ένα ιδεώδες. Η µεθοδολογία που ακολουθείται για να

αποδείξουµε ότι ένα σύνολο G αποτελεί ϐάση Gröbner µε τα έως τώρα δεδοµένα µας, είναι

λαµβάνοντας τυχαίο πολυώνυµο f ∈ I τέτοιο ώστε lt(f) /∈ in<(G) να καταλήξουµε σε αδύνα-

το. Επιπλέον, όπως έχουµε αναφερθεί στις προηγούµενες ενότητες και µπορούµε να δούµε

και στην ΄Ασκηση 38, η µονωνυµική διάταξη παίζει καθοριστικό ϱόλο στο αν ένα σύνολο είναι

ϐάση Gröbner ή όχι, ακόµη κι αν αυτή αλλάζει µόνο στη διάταξη των µεταβλητών µας.

Σύµφωνα µε όλα τα παραπάνω, είναι ευνόητο ότι ο υπολογισµός µιας ϐάσης Gröbner για

ένα ιδεώδες δεν είναι εύκολος. Το ίδιο συµβαίνει ακόµη και για τον έλεγχο ενός συνόλου αν

αποτελεί ϐάση Gröbner για ένα ιδεώδες. ΄Εχοντας απαντήσει στο ερώτηµα της ύπαρξης, στην

επόµενη ενότητα αναπτύσουµε τη µεθοδολογία υπολογισµού τους περιγράφοντας έναν αλ-

γόριθµο µε τον οποίο µπορούµε να ελέγχουµε αν ένα δοθέν σύνολο, αποτελεί ϐάση Gröbner

ή όχι για ένα ιδεώδες και σε περίπτωση που δεν αποτελεί, µέσω του αρχικού µας συνόλου να

υπολογίζουµε µία ϐάση Gröbner για το ιδεώδες.
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3.2.2 S-πολυώνυµα και ο αλγόριθµος του Buchberger

Το πρόβληµα το οποίο συνεχίζει να υπάρχει στην προσπάθεια προσδιορισµού µιας ϐάσης

Gröbner για ένα ιδεώδες, είναι ότι αυτό δεν είναι (έως τώρα) εφικτό να επιτευχθεί σε πεπερα-

σµένο αριθµό ϐηµάτων εκτός από ορισµένες εύκολες περιπτώσεις, όπως αυτές που παρατη-

ϱήθηκαν στην προηγούµενη ενότητα. Στην περίπτωση που είχαµε να αποφανθούµε ότι ένα

σύνολο δεν αποτελεί ϐάση Gröbner για ένα ιδεώδες, έπρεπε να ϐρούµε το κατάλληλο πο-

λυώνυµο (έχοντας άπειρες επιλογές) το οποίο ϑα µας έδινε την απάντηση. Κάτι τέτοιο όµως

δεν είναι καθόλου εύκολο στις περισσότερες περιπτώσεις. Το να απαντήσουµε ότι ένα σύνολο

αποτελεί ϐάση Gröbner για ένα ιδεώδες, είναι εξαιρετικά δύσκολο εκτός των περιπτώσεων

που το σύνολο πολυωνύµων είναι εξίσου απλό.

Σε αυτή την ενότητα αντιµετωπίζουµε αυτά τα προβλήµατα, παρουσιάζοντας έναν αλγό-

ϱιθµο ο οποίος µας επιτρέπει να απαντούµε σε πεπερασµένο αριθµό ϐηµάτων αν ένα σύνολο

πολυωνύµων είναι ϐάση Gröbner ή όχι. Ο αλγόριθµος αυτός είναι γνωστός ως Αλγόριθµος του

Buchberger και ϐασίζεται στη διαδικασία της διαίρεσης ως προς ένα συγκεκριµένο σύνολο

πολυωνύµων, γνωστά ως S-πολυώνυµα:

Ορισµός 3.2.8. ΄Εστω f, g δυο µη µηδενικά στοιχεία του K[x1, . . . , xn] και έστω

L = ε.κ.π.(lm(f), lm(g)).

Το πολυώνυµο

S(f, g) =
L

lt(f)
f − L

lt(g)
g

καλείται S-πολυώνυµο των f και g.

Ακολουθεί ένα παράδειγµα υπολογισµού S-πολυωνύµων για δύο πολυώνυµα ως προς

διάφορες µονωνυµικές διατάξεις.

Παράδειγµα 3.2.9. Θα υπολογίσουµε τα S-πολυώνυµα των f = 3x2yz − y3z3 και

g = xy2+z2 στον Q[x, y, z] ως προς τις µονωνυµικές διατάξεις <lex, <deglex και <degrevlex

µε x > y > z.

<lex: ΄Εχουµε : f = 3x2yz − y3z3 και g = xy2 + z2 και συνεπώς L = x2y2z. ΄Αρα :

S(f, g) =
x2y2z

3x2yz
(3x2yz − y3z3)− x2y2z

xy2
(xy2 + z2)

= −xz3 − 1

3
y4z3.

<deglex: ΄Εχουµε : f = −y3z3 + 3x2yz και g = xy2 + z2 και συνεπώς L = xy3z3. ΄Αρα :

S(f, g) =
xy3z3

−y3z3
(−y3z3 + 3x2yz)− xy3z3

xy2
(xy2 + z2)

= −yz5 − 3x3yz.
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<degrevlex: ΄Εχουµε : f = −y3z3 + 3x2yz και g = xy2 + z2 και συνεπώς L = xy3z3. ΄Αρα :

S(f, g) =
xy3z3

−y3z3
(−y3z3 + 3x2yz)− xy3z3

xy2
(xy2 + z2)

= −yz5 − 3x3yz.

Είµαστε έτοιµοι να διατυπώσουµε το Θεώρηµα του Buchberger, το οποίο µας δίνει ικανή

και αναγκαία συνθήκη υπολογισµού µιας ϐάσης Gröbner για ένα ιδεώδες σε πεπερασµένο α-

ϱιθµό ϐηµάτων. Το πεπερασµένο έχει να κάνει µε το γεγονός ότι χρειάζεται να επαναλάβουµε

τη διαδικασία της διαίρεσης, µόνο υπεράνω των S-πολυωνύµων του συνόλου που εξετάζουµε

αν είναι ϐάση Gröbner ή όχι για το ιδεώδες µας. Πριν το ϑεώρηµα αυτό, απαραίτητο για την

απόδειξη αυτού είναι το παρακάτω λήµµα:

Λήµµα 3.2.10. ΄Εστω f1, . . . , fs ∈ K[x1, . . . , xn] µε lm(fi) = X για κάθε i ∈ {1, . . . , s}. ΄Εστω

f =
∑s

i=1 cifi όπου ci ∈ K, i ∈ {1, . . . , s}. Αν lm(f) < X , τότε το f γράφεται ως γραµµικός

συνδυασµός µε συντελεστές από το K, των S(fi, fj), 1 ≤ i < j ≤ s.

Απόδειξη. ΄Εστω fi = aiX+ (µικρότεροι όροι), µε ai ∈ K. Από την σχέση lm(f) < X έχουµε
∑s

i=1 ciai = 0. Από την υπόθεση έχουµε lm(fi) = X και lm(fj) = X. ΄Αρα

S(fi, fj) =
X

aiX
fi −

X

ajX
fj =

1

ai
fi −

1

aj
fj .

Συνεπώς,

f = c1f1 + . . .+ csfs = c1a1
1

a1
f1 + . . .+ csas

1

as
fs

= c1a1(
1

a1
f1 −

1

a2
f2) + (c1a1 + c2a2)(

1

a2
f2 −

1

a3
f3) + · · ·+

+ (c1a1 + · · ·+ cs−1as−1)(
1

as−1

fs−1 −
1

as
fs) + (c1a1 + · · ·+ csas)

1

as
fs

= c1a1S(f1, f2) + (c1a1 + c2a2)S(f2, f3) + · · ·+ (c1a1 + · · ·+ cs−1as−1)S(fs−1, fs)

καθώς c1a1 + · · ·+ csas = 0.

Ακολουθεί το Θεώρηµα του Buchberger.

Θεώρηµα 3.2.11. (Buchberger) ΄Εστω G = {g1, . . . , gt} ένα σύνολο µη µηδενικών πολυωνύ-

µων στον K[x1, . . . , xn]. Το G είναι ϐάση Gröbner του ιδεώδους I = 〈g1, . . . , gt〉 αν και µόνο

αν για κάθε i 6= j έχουµε

S(gi, gj)
G−→+ 0.

Απόδειξη. (=⇒) Αν G = {g1, . . . , gt} είναι ϐάση Gröbner για το ιδεώδες I = 〈g1, . . . , gt〉, τότε

S(gi, gj)
G−→+ 0 για κάθε i 6= j αφού S(gi, gj) ∈ I.
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(⇐=) Υποθέτουµε ότι S(gi, gj)
G−→+ 0 για κάθε i 6= j. ΄Εστω f ∈ I = 〈1, . . . , gt〉, τότε το f

µπορεί να γραφεί (όχι µοναδικά) στη µορφή f =
∑t

i=1 higi. Θέτουµε

M = {max
1≤i≤t

(lm(hi)lm(gi))|f =

t
∑

i=1

higi}.

Το σύνολο µονωνύµων M είναι µη κενό και εποµένως διαθέτει ελάχιστο στοιχείο, αφού κάθε

µονωνυµική διάταξη είναι καλά διατεταγµένη. ΄Εστω X το ελάχιστο στοιχείο του M και

ui ∈ K[x1, . . . , xn] τέτοια ώστε f =
∑t

i=1 uigi µε X = max1≤i≤t(lm(ui)lm(gi)). Ισχυριζόµαστε

ότι X = lm(f). Υποθέτουµε ότι δεν ισχύει η τελευταία σχέση, τότε αναγκαστικά lm(f) < X.

Θεωρούµε το σύνολο δεικτών S = {i|lm(ui)lm(gi) = X}. Για κάθε i ∈ S γράφουµε το

ui = ciXi+ (µικρότερους όρους). Θέτουµε g =
∑

i∈S ciXigi. Τότε για κάθε i ∈ S ισχύει

lm(Xigi) = X και lm(g) < X. Από το Λήµµα 3.2.10 έχουµε ότι το g µπορεί να γραφτεί στη

µορφή

g =
∑

i,j∈S

dijS(Xigi, Xjgj)

για κάποια dij ∈ K. ΄Οµως X = ε.κ.π.(lm(Xigi), lm(Xjgj)), οπότε

S(Xigi, Xjgj) =
X

lt(Xigi)
Xigi −

X

lt(Xjgj)
Xjgj =

X

Xij
S(gi, gj)

όπου Xij = ε.κ.π.(lm(gi), lm(gj). Από την υπόθεση έχουµε S(gi, gj)
G−→+ 0 και εποµένως

X

Xij
S(gi, gj)

G−→+ 0, δηλαδή
S(Xigi,Xjgj)

G−→+0
. Αλλά τότε το S(Xigi, Xjgj) µπορεί να γραφεί στη

µορφή
∑t

v=1 h(i, j)vgv µε

max
1≤v≤t

(lm(h(i, j)v)lm(gv)) = lm(S(Xigi, Xjgj)) < max(lm(Xigi), lm(Xjgj)) = X.

Αντικαθιστώντας τις παραπάνω εκφράσεις στο g =
∑

i,j∈S dijS(Xigi, Xjgj) και τη νέα έκφραση

του g στο f , έχουµε f =
∑t

i=1 u
′
igi µε max1≤i≤t(lm(u′

i)lm(gi)) < X. Η τελευταία πρόταση

αντιτίθεται στην επιλογή του Q σαν το ελάχιστο στοιχείο του M. ΄Αρα X = lm(f). Συνεπώς

κάθε f ∈ I µπορεί να γραφεί στη µορφή f =
∑t

i=1 uigi µε lm(f) = max1≤i≤t(lm(ui)lm(gi)),
πράγµα που σηµαίνει ότι G είναι ϐάση Gröbner του I.

Ας δούµε αναλυτικά µια εφαρµογή του παραπάνω ϑεωρήµατος :

Παράδειγµα 3.2.12. Θα αποδείξουµε ότι το σύνολο των πολυωνύµων

G = {f1 = x− y2w, f2 = y − zw, f3 = z − w3, f4 = w3 − w} ∈ Q[x, y, z, w]

είναι ϐάση Gröbner ως προς τη διάταξη <lex, µε x > y > z > w. Σύµφωνα µε το

ϑεώρηµα του Buchberger αρκεί να δείξουµε ότι S(fi, fj)
G−→+ 0 για όλα τα i, j ∈

{1, 2, 3, 4} µε i 6= j. ΄Εχουµε :

S(f1, f2) =
xy

x
(x− y2w)− xy

y
(y − zw) = xzw − y3w.
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Εκτελούµε την αναγωγή µόδιο G.

S(f1, f2)
f1−→ xzw − y3w − xzw

x
(x− y2w) = −y3w + y2zw2

f2−→ −y3w + y2zw2 − −y3w

y
(y − zw) = 0.

Επίσης,

S(f1, f3) =
xz

x
(x− y2w)− xz

z
(z − w3) = xw3 − y2zw.

Εκτελούµε την αναγωγή µόδιο G.

S(f1, f3)
f1−→ xw3 − y2zw − xw3

x
(x− y2w) = −y2zw + y2w4

f3−→ −y2zw + y2w4 − −y2zw

z
(z − w3) = 0.

Συνεχίζοντας και για τα υπόλοιπα S-πολυώνυµα,

S(f1, f4) =
xw3

x
(x− y2w)− xw3

w3
(w3 − w) = xw − y2w4

και µόδιο G:

S(f1, f4)
f1−→ xw − y2w4 − xw

x
(x− y2w) = −y2w4 + y2w2

f4−→ −y2w4 + y2w2 − −y2w4

w3
(w3 − w) = 0.

Οµοίως,

S(f2, f3) =
yz

y
(y − zw)− yz

z
(z − w3) = yw3 − z2w

και µόδιο G:

S(f2, f3)
f2−→ yw3 − z2w − yw3

y
(y − zw) = −z2w + zw4

f3−→ −z2w + zw4 − −z2w

z
(z − w3) = 0.

Οµοίως,

S(f2, f4) =
yw3

y
(y − zw)− yw3

w3
(w3 − w) = yw − zw4

και µόδιο G:

S(f2, f4)
f2−→ yw − zw4 − yw

y
(y − zw) = −zw4 + zw2

f4−→ −zw4 + zw2 − −zw4

w3
(w3 − w) = 0.
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Τέλος υπολογίζουµε το τελευταίο S-πολυώνυµο που µας έµεινε :

S(f3, f4) =
zw3

z
(z − w3)− zw3

w3
(w3 − w) = zw − w6.

Υπολογίζουµε το αποτέλεσµα µόδιο G:

S(f3, f4)
f4−→ zw − w6 − −w6

w3
(w3 − w) = zw − w4

f3−→ zw − w4 − zw

z
(z − w3) = 0.

΄Επεται ότι το σύνολο G = {f1, f2, f3, f4} είναι ϐάση Gröbner.

Στη παραπάνω διαδικασία είδαµε µια πλήρη απάντηση στο πρόβληµα απόφασης αν ένα

σύνολο πολυωνύµων αποτελεί ϐάση Gröbner για ένα ιδεώδες. Αν η απάντηση είναι κατα-

ϕατική τότε έχουµε τελειώσει. ΄Αµεσο είναι το ερώτηµα που προκύπτει σε περίπτωση που

η απάντηση στο ερώτηµα αν ένα σύνολο είναι ϐάση Gröbner είναι αρνητική· µε ποιον τρό-

πο µπορούµε να πάρουµε µια ϐάση Gröbner για το ιδεώδες - µέσω του ήδη υπάρχοντος

συνόλου. Ας µελετήσουµε ακόµη ένα παράδειγµα.

Παράδειγµα 3.2.13. Στο παράδειγµα αυτό ϑα προσπαθήσουµε να εξάγουµε µια ϐάση

Gröbner, µέσω ενός συνόλου πολυωνύµων το οποίο δεν αποτελεί αρχικά ϐάση Gröbner.

Θεωρούµε τον δακτύλιο Q[x, y] εφοδιασµένο µε την λεξικογραφική διάταξη µε y > x.

Το σύνολο F = {f1 = xy − x, f2 = −y + x2} δεν είναι ϐάση Gröbner καθώς:

S(f1, f2) =
xy

xy
(xy − x)− xy

−y
(−y + x2) = −x+ x3 = x3 − x.

Το S-πολυώνυµο που προκύπτει είναι ανάγωγο µόδιο το σύνολο F και σύµφωνα µε το

Θεώρηµα του Buchberger το F δεν αποτελεί ϐάση Gröbner.

Για να πάρουµε µια ϐάση Gröbner, η ιδέα είναι να προσθέσουµε το ανάγωγο πολυώνυ-

µο το οποίο προέκυψε προηγουµένως στο σύνολο F . Προφανώς τότε το αποτελέσµα της

αναγωγής του S(f1, f2) µόδιο το νέο σύνολο πολυωνύµων είναι µηδέν όπως το ϑέλαµε.

Θεωρούµε νέο σύνολο πολυωνύµων

F ′ = {f1 = xy − x, f2 = −y + x2, f3 = x3 − x}.
Εξετάζοντας για το F ′ αν αποτελεί ϐάση Gröbner, παρατηρούµε ότι :

S(f1, f2) =
xy

xy
(xy − x)− xy

−y
(−y + x2) = −x+ x3 = x3 − x.

Προφανώς

S(f1, f2)
f3−→ (x3 − x)− x3

x3
(x3 − x) = 0.

Παρατηρούµε όµως ότι έχουν προκύψει νέα S-πολυώνυµα τα οποία έχουµε να υπολο-

γίσουµε µόδιο το σύνολο F ′. ΄Εχουµε :

S(f1, f3) =
x3y

xy
(xy − x)− x3y

x3
(x3 − x) = −x3 + yx = yx− x3



60 Βάσεις Gröbner Α.Θωµά, Χ.Τατάκης

και εκτελώντας την αναγωγή µόδιο F ′:

S(f1, f3)
f1−→ (yx− x3)− yx

xy
(xy − x) = −x3 + x

f3−→ −x3 + x− −x3

x3
(x3 − x) = 0.

Τέλος,

S(f2, f3) =
yx3

−y
(−y + x2)− yx3

x3
(x3 − x) = yx− x5

και εκτελώντας την αναγωγή µόδιο F ′:

S(f2, f3)
f1−→ (yx− x5)− yx

xy
(xy − x) = −x5 + x

f3−→ −x5 + x− −x5

x3
(x3 − x) = −x3 + x

f3−→ 0.

Συµπεραίνουµε, ότι το σύνολο F ′ = {f1 = xy−x, f2 = −y+x2, f3 = x3−x}. αποτελεί

ϐάση Gröbner όπως το ϑέλαµε.

Η διαδικασία που ακολουθήσαµε στο παραπάνω παράδειγµα, είναι εφαρµογή του αλγο-

ϱίθµου του Buchberger στην εύρεση µιας ϐάσης Gröbner για ένα ιδεώδες. Συγκεκριµένα :

Αλγόριθµος 3.2.14. Αλγόριθµος του Buchberger για τον υπολογισµό µιας ϐάσης Gröbner

Είσοδος: F = {f1, . . . , fs} ⊂ K[x1, . . . , xn] µε fi 6= 0, 1 ≤ i ≤ s.
΄Εξοδος: G = {g1, . . . , gt}, µια ϐάση Gröbner του ιδεώδους 〈f1, . . . , fs〉

Αρχή: G := F,G := {{fi, fj}|fi 6= fj ∈ G}
΄Οσο G 6= ∅ επανάλαβε

∆ιάλεξε οποιοδήποτε {f, g} ∈ G και ϑέσε G := G− {{f, g}}
S(f, g)

G→+ h, όπου h είναι ανάγωγο µόδιο G
Αν h 6= 0 τότε

G := G ∪ {{u, h}|u ∈ G}
G := G ∪ {h}

Ας δούµε ένα ακόµη παράδειγµα στο οποίο κάνουµε εφαρµογή του παραπάνω αλγορίθ-

µου.

Παράδειγµα 3.2.15. Θα ϐρούµε µια ϐάση Gröbner του ιδεώδους I = 〈x2y + z, xz +
y〉 ⊆ Q[x, y, z] ως προς τη διάταξη <deglex µε x > y > z.

Εκτελούµε τον αλγόριθµο του Buchberger. Ας είναι λοιπόν

G1 = {f1 = x2y + z, f2 = xz + y}.
Το σύνολο αυτό ϑα αποτελεί µια ϐάση Gröbner αν το µοναδικό S πολυώνυµο που

προκύπτει ανάγεται στο 0 ως προς G1. Αν όχι σύµφωνα µε τον παραπάνω αλγόριθµο,



61 Βάσεις Gröbner Α.Θωµά, Χ.Τατάκης

το νέο πολυώνυµο που προκύπτει το προσθέτουµε στο σύνολό µας (έστω G2) και εξε-

τάζουµε όλα τα νέα S-πολυώνυµα που προκύπτουν αν ανάγονται στο 0 κατά µόδιο G2

κ.ο.κ. . ΄Εχουµε :

S(f1, f2) =
x2yz

x2y
(x2y + z)− x2yz

xz
(xz + y) = −xy2 + z2 = f3.

Καθώς το f3 είναι ανάγωγο µόδιο G1, το προσθέτουµε στη Ϲητούµενη ϐάση Gröbner

και συνεχίζουµε τη διαδικασία µε τα νέα S-πολυώνυµα που προκύπτουν. ΄Αρα

G2 = {f1 = x2y + z, f2 = xz + y, f3 = −xy2 + z2}, όπου S(f1, f2)
G2−→+ 0.

Τότε,

S(f1, f3) =
x2y2

x2y
(x2y + z)− x2y2

−xy2
(−xy2 + z2) = yz + xz2

f2−→ (xz2 + yz)− xz2

xz
(xz + y) = yz − yz = 0

και

S(f2, f3) =
xy2z

xz
(xz + y)− xy2z

−xy2
(−xy2 + z2) = y3 + z3 = f4

Καθώς το f4 είναι ανάγωγο µόδιο G2, το προσθέτουµε στη Ϲητούµενη ϐάση Gröbner

και συνεχίζουµε τη διαδικασία µε τα νέα S-πολυώνυµα που προκύπτουν. ΄Αρα

G3 = {f1 = x2y + z, f2 = xz + y, f3 = −xy2 + z2, f4 = y3 + z3},

όπου S(f1, f2),S(f1, f3),S(f2, f3)
G3−→+ 0. Υπολογίζοντας παρατηρούµε ότι :

S(f1, f4) =
x2y3

x2y
(x2y + z)− x2y3

y3
(y3 + z3) = y2z − x2z3

f2−→ (−x2z3 + y2z)− −x2z3

xz
(xz + y) = y2z + xyz2

f2−→ (xyz2 + y2z)− xyz2

xz
(xz + y) = y2z − y2z = 0.

S(f2, f4) =
xy3z

xz
(xz + y)− xy3z

y3
(y3 + z3) = y4 − xz4

f2−→ (−xz4 + y4)− −xz4

xz
(xz + y) = y4 + yz3

f4−→ (y4 + yz3)− y4

y3
(y3 + z3) = yz3 − yz3 = 0.
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Τέλος,

S(f3, f4) =
xy3

−xy2
(−xy2 + z2)− xy3

y3
(y3 + z3) = −yz2 − xz3

f2−→ (−xz3 − yz2)− −xz3

xz
(xz + y) = −yz2 + yz2 = 0.

΄Ολα τα S-πολυώνυµα µηδενίζονται µέσω του G3 και συνεπώς µια ϐάση Gröbner του

ιδεώδους I = 〈x2y + z, xz + y〉 είναι η

G3 = {x2y + z, xz + y,−xy2 + z2, y3 + z3}.

Θεώρηµα 3.2.16. ΄Εστω σύνολο πολυωνύµων F = {f1, . . . , fs}, µε fi 6= 0. Ο αλγόριθµος

του Buchberger παρέχει µια ϐάση Gröbner του ιδεώδους I = 〈f1, . . . , fs〉.

Απόδειξη. Αρχικά ϑα δείξουµε ότι ο αλγόριθµος τελειώνει σε πεπερασµένα το πλήθος ϐήµατα.

Ας υποθέσουµε ότι ο αλγόριθµος δεν τελειώνει, τότε υπάρχει µια γνησίως αύξουσα ακολουθία

συνόλων πολυνώνυµων

F = G1 ⊂ G2 ⊂ · · · ⊂ Gn ⊂ Gn+1 ⊂ · · ·

όπου Gn+1 = Gn∪{hn} και hn 6= 0 είναι ανάγωγο µόδιο Gn, δηλαδή lt(hn) /∈ in<(Gn). Αλλά

τότε παίρνουµε µια γνησίως αύξουσα ακολουθία ιδεωδών

in<(G1) ⊂ in<(G2) ⊂ · · · ⊂ in<(Gn) ⊂ in<(Gn+1) ⊂ · · · ,

που είναι άτοπο αφού ο K[x1, . . . , xn] είναι δακτύλιος της Noether.

Στο τέλος του αλγόριθµου παίρνουµε ένα σύνολο πολυωνύµων G = {g1, . . . , gt} ⊆ I

έτσι ώστε S(gi, gj)
G−→+ 0, για το οποίο γνωρίζουµε από το Θεώρηµα του Buchberger, ότι

είναι ϐάση Gröbner του ιδεώδους 〈g1, . . . , gt〉. ΄Οµως I = 〈f1, . . . , fs〉 ⊆ 〈1, . . . , gt〉 ⊆ I και

εποµένως I = 〈g1, . . . , gt〉.

Κλείνουµε τη παρούσα ενότητα, διατυπώνοντας µια πολύ χρήσιµη ιδιότητα των S- πολυω-

νύµων, η οποία µειώνει σηµαντικά τις πράξεις για τον υπολογισµό µιας ϐάσης Gröbner ενός

ιδεώδους :

Πρόταση 3.2.17. ΄Εστω f, g ∈ K[x1, . . . , xn]. Αν µ.κ.δ.(lt(f), lt(g)) = 1 τότε

S(f, g)
f,g−→+ 0.

Απόδειξη. ...

Στο παράδειγµα που ακολουθεί, παρατηρούµε ότι πολλές ϕορές ση διαδικασία εφαρµο-

γής του αλγορίθµου Buchberger, η σειρά µε την οποία επιλέγουµε να υπολογίσουµε τα S

-πολυώνυµα µπορεί να µειώσει σηµαντικά το σύνολο των πράξεων που έχουµε να εκτελέσου-

µε.



63 Βάσεις Gröbner Α.Θωµά, Χ.Τατάκης

Παράδειγµα 3.2.18. Θα προσδιορίσουµε µία ϐάση Gröbner για το ιδεώδες

I = 〈xz − y, xy + 2z2, y − z〉 ⊆ Q[x, y, z].

Ο δακτύλιός µας είναι εφοδιασµένος µε τη λεξικογραφική διάταξη µε x > y > z.

Εκτελούµε τον αλγόριθµο του Buchberger: Θεωρούµε το σύνολο

G1 = {f1 = xz − y, f2 = xy + 2z2, f3 = y − z}.
΄Εχουµε :

S(f1, f2) =
xyz

xz
(xz − y)− xyz

xy
(xy + 2z2) = −y2 − 2z3

f3−→ (−y2 − 2z3)− −y2

y
(y − z) = −yz − 2z3

f3−→ (−yz − 2z3)− −yz

y
(y − z) = −2z3 − z2 = ϕ1

Το πολυώνυµο ϕ1 είναι ανάγωγο µόδιο G1 και σύµφωνα µε τον αλγόριθµο του Buch

berger ϑα το προσθέσουµε στο σύνολο G1 και ϑα ϑεωρήσουµε νέο σύνολο. Πριν το

κάνουµε αυτό, ϑα υπολογίσουµε και το S(f2, f3) (σηµειώνουµε εδώ ότι σε κάθε πε-

ϱίπτωση ϑα έχουµε να υπολογίσουµε το συγκεκριµένο πολυώνυµο καθώς ανήκει στο

αρχικό µας σύνολο G1). ΄Εχουµε ότι :

S(f2, f3) =
xy

xy
(xy + 2z2)− xy

y
(y − z) = xz + 2z2

f1−→ (xz + 2z2)− xz

xz
(xz − y) = y + 2z2

f3−→ (y + 2z2)− y

y
(y − z) = 2z2 + z = ϕ2

Το πολυώνυµο ϕ2 είναι ανάγωγο µόδιο G1 και σύµφωνα µε τον αλγόριθµο του Buch

berger ϑα το προσθέσουµε στο σύνολο G1 και ϑα ϑεωρήσουµε νέο σύνολο. Αν στην

εφαρµογή του αλγορίθµου ακολουθούσαµε αυτή τη σειρά, τότε σε αυτό το σηµείο ϑα

ϑεωρούσαµε σύνολο G3 = {f1, f2, f3, ϕ1, ϕ2}. Αν πριν τον υπολογισµό του S(f1, f2) εί-

χαµε υπολογίσει αρχικά το S(f2, f3) ϑα ϑεωρούσαµε ως G2 = {f1, f2, f3, ϕ2}. Σε αυτή

την περίπτωση ϑα είχαµε ότι :

S(f1, f2) =
xyz

xz
(xz − y)− xyz

xy
(xy + 2z2) = −y2 − 2z3

f3−→ (−y2 − 2z3)− −y2

y
(y − z) = −yz − 2z3

f3−→ (−yz − 2z3)− −yz

y
(y − z) = −2z3 − z2

ϕ2−→ (−2z3 − z2)− −2z3

2z2
(2z2 + z) = 0
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Συµπεραίνουµε ότι µε αυτή τη σειρά, ϑα είχαµε κερδίσει ένα λιγότερο στοιχείο στη

ϐάση Gröbner, δηλαδή αρκετούς λιγότερους υπολογισµούς. Αν συνεχίσουµε τους

υπολογισµούς, εύκολα καταλήγουµε ότι το σύνολο G2 είναι µία ϐάση Gröbner για το

ιδεώδες.

3.3 Ελαχιστικές - ανάγωγες και η καθολική ϐάση Gröbner

Στην προηγούµενη ενότητα αναπτύξαµε πλήρως την αλγοριθµική διαδικασία εύρεσης µιας

ϐάσης Gröbner για ένα ιδεώδες. ΄Εχοντας αποδείξει την ύπαρξη αυτής, αλλά και τον προσ-

διορισµό της σε πεπερασµένο αριθµό ϐηµάτων, εύλογο είναι το επόµενο ερώτηµα το οποίο

αφορά τη µοναδικότητα. Προφανώς η απάντηση είναι αρνητική. Μια ϐάση Gröbner δεν είναι

µοναδική για ένα ιδεώδες ως προς κάποια µονωνυµική διάταξη. Προσθέτοντας πολυώνυµα

σε µια ήδη ϐάση Gröbner, λαµβάνουµε κάθε ϕορά και µια διαφορετική ϐάση για το ιδεώδες.

Αλλά αυτός δεν είναι ο µοναδικός τρόπος να καταλήξουµε σε διαφορετικές ϐάσεις. Το σύνολο

το οποίο ϑα καταλήξουµε ως ϐάση Gröbner για ένα ιδεώδες, καθορίζεται και από τη σειρά

ως προς την οποία ϑα σχηµατίζουµε τα S-πολυώνυµα. Η προσπάθεια αντιµετώπισης των

παραπάνω, µας οδηγεί στις έννοιες της ελαχιστικής και της ανάγωγης ϐάσης Gröbner για

ένα ιδεώδες.

3.3.1 Οι ελαχιστικές και οι ανάγωγες ϐάσεις Gröbner

Ας ξεκινήσουµε µε ένα παράδειγµα στο οποίο παρατηρούµε πόσο σηµαντική είναι η σειρά

επιλογής για τον σχηµατισµό των S-πολυωνύµων από ένα σύνολο πολυωνύµων το οποίο

µελετούµε αν είναι ϐάση Gröbner για ένα ιδεώδες.

Παράδειγµα 3.3.1. Θα προσδιορίσουµε µια ϐάση Gröbner για το ιδεώδες

I = 〈x2
1 + x1x2 + x2

2, x1 + x2, x2〉 ⊆ Q[x1, x2]

ως προς τη µονωνυµική διάταξη <lex µε x1 < x2. Θεωρούµε το σύνολο G1 = {f1 =
x2
2 + x1x2 + x2

1, f2 = x2 + x1, f3 = x2} στο οποίο έχουµε διατάξει τα πολυώνυµα ϐάσει

της <lex µε x1 < x2. Υπολογίζοντας τα αντίστοιχα S-πολυώνυµα έχουµε :

S(f1, f2) =
x2
2

x2
2

(x2
2 + x1x2 + x2

1)−
x2
2

x2
(x2 + x1) = x1x2 + x2

1 − x1x2 = x2
1 = f4.

Το πολυώνυµο f4 είναι ανάγωγο µόδιο G1 και σύµφωνα µε τη ϑεωρία που ανα-

πτύξαµε, το προσθέτουµε στο σύνολο G1 και ϑεωρούµε νέο σύνολο G2 = {f1 =
x2
2 + x1x2 + x2

1, f2 = x2 + x1, f3 = x2, f4 = x2
1}. Σε αυτό το σύνολο έχουµε προφανώς

ότι S(f1, f2)
G2−→ 0. Συνεχίζουµε µε τα υπόλοιπα S-πολυώνυµα:

S(f1, f3) =
x2
2

x2
2

(x2
2 + x1x2 + x2

1)−
x2
2

x2
(x2) = x1x2 + x2

1,
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όπου S(f1, f3) = x1x2 + x2
1

f2−→ x1x2 + x2
1 −

x1x2

x2
(x2 + x1) = 0. Επιπλέον,

S(f1, f4) =
x2
2x

2
1

x2
2

(x2
2 + x1x2 + x2

1)−
x2
2x

2
1

x2
1

(x2
1) = x2x

3
1 + x4

1,

όπου S(f1, f4) = x2x
3
1 + x4

1

f3−→ x2x
3
1 + x4

1 −
x2x

3
1

x2

(x2) = x4
1

f4−→ 0. Οµοίως έχουµε :

S(f2, f4) =
x2x

2
1

x2
(x2 + x1)−

x2x
2
1

x2
1

(x2
1) = x3

1

f4−→ 0

και

S(f3, f4) =
x2x

2
1

x2

(x2)−
x2x

2
1

x2
1

(x2
1) = 0.

(να παρατηρήσουµε σε αυτό το σηµείο ότι σύµφωνα µε την Πρόταση 3.2.17 µπορούσα-

µε να συµπεράνουµε αµέσως ότι S(f1, f4),S(f2, f4),S(f3, f4)
G2−→+ 0). Υπολογίζοντας

το τελευταίο S-πολυώνυµο,

S(f2, f3) =
x2

x2
(x2 + x1)−

x2

x2
(x2) = x1 = f5.

Το πολυώνυµο f5 είναι ανάγωγο µόδιο G2 και σύµφωνα µε τη ϑεωρία που αναπτύξαµε,

το προσθέτουµε στο σύνολο G2 και ϑεωρούµε νέο σύνολο

G3 = {f1 = x2
2 + x1x2 + x2

1, f2 = x2 + x1, f3 = x2, f4 = x2
1, f5 = x1}

στο οποίο έχουµε ότι :

S(f1, f2),S(f1, f3),S(f1, f4),S(f2, f3),S(f2, f4),S(f3, f4)
G3−→ 0.

Σύµφωνα µε τον αλγόριθµο του Buchberger έχουµε να ελέγξουµε τα πέντε νέα S-

πολυώνυµα που προέκυψαν µε την πρόσθεση του f5 στο σύνολο G3. Από την Πρόταση

3.2.17 έχουµε ότι

S(f1, f5),S(f2, f5),S(f3, f5)
G3−→ 0,

καθώς µ.κ.δ.(lt(f1), lt(f5)) = µ.κ.δ.(lt(f2), lt(f5)) = µ.κ.δ.(lt(f3), lt(f5)) = 1. Τέλος

S(f4, f5) =
x2
1

x2
1

(x2
1)−

x2
1

x1
(x1) = 0

και συνεπώς µια ϐάση Gröbner για το ιδεώδες µας είναι το σύνολο G3.

Επανερχόµενοι στο αρχικό µας σχόλιο στο ξεκίνηµα αυτής της ενότητας, στο προηγούµε-

νο παράδειγµα αρχικά επιλέξαµε να ξεκινήσουµε µε πρώτο S-πολυώνυµο το S(f1, f2) = x2
1.

Κάποιος µπορούσε να επιλέξει να ξεκινήσει τη διαδικασία µε το S(f2, f3) = x1. Και τα δύο

είναι ανάγωγα µόδιο G1 και συνεπώς και τα δύο ϑα µας έδιναν έναν επιπλέον όρο στη ϐάση
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Gröbner που αναζητούµε. Προφανώς όµως η δεύτερη επιλογή είναι πολύ καλύτερη. Βάσει

αυτής, η διαδικασία που κάναµε προηγουµένως ϑα σταµατούσε σε αυτά τα τέσσερα πολυώ-

νυµα. Ευνόητο είναι το πλήθος των πράξεων που αποφεύγουµε. ΄Ετσι λοιπόν παρατηρούµε

τη µη µοναδικότητα των ϐάσεων Gröbner την οποία και αναµένουµε, αλλά και τη διαφορά

στον όγκο των πράξεων που έχουµε ανάλογα των επιλογών µας. Οι παρατηρήσεις αυτές, µας

οδηγούν στον ορισµό της ελαχιστικής και της ανάγωγης ϐάσης Gröbner για ένα ιδεώδες.

Ορισµός 3.3.2. Μια ϐάση Gröbner G = {g1, . . . , gt} λέγεται ελαχιστική αν για κάθε i ∈
{1, . . . , t} έχουµε lc(gi) = 1 και για οποιοδήποτε Ϲεύγος i 6= j το αρχικό µονώνυµο lm(gi) δεν

διαιρεί το αρχικό µονώνυµο lm(gj) µε i, j ∈ {1, . . . , t}.

Παράδειγµα 3.3.3. Θυµίζουµε από το προηγούµενο παράδειγµα ότι για το ιδεώδες

I = 〈x2
1 + x1x2 + x2

2, x1 + x2, x2〉 ⊆ Q[x1, x2],

µια ϐάση Gröbner ως προς τη µονωνυµική διάταξη <lex µε x1 < x2 είναι το σύνολο :

G = {f1 = x2
2 + x1x2 + x2

1, f2 = x2 + x1, f3 = x2, f4 = x2
1, f5 = x1}.

Το σύνολο G δεν αποτελεί ελαχιστική ϐάση Gröbner για το ιδεώδες, καθώς για παρά-

δειγµα το lm(f5) διαιρεί το lm(f4).
Θεωρούµε το ιδεώδες I = 〈x2y + z, xz + y〉 ⊆ Q[x, y, z] ως προς τη διάταξη <deglex µε

x > y > z. Είδαµε στο Παράδειγµα 3.2.15 ότι µια ϐάση Gröbner του ιδεώδους είναι η

F = {g1 = x2y + z, g2 = xz + y, g3 = −xy2 + z2, g4 = y3 + z3}.

Η παραπάνω ϐάση δεν είναι ελαχιστική. Ισχύει ότι δεν υπάρχει αρχικό µονώνυµο

lm(gi) το οποίο να διαιρεί κάποιο αρχικό µονώνυµο lm(gj) µε i 6= j αλλά δεν είναι

όλοι οι αρχικοί συντελεστές µονάδα. Λαµβάνοντας ως ϐάση την

F ′ = {g1 = x2y + z, g2 = xz + y,−g3 = xy2 − z2, g4 = y3 + z3}

αυτή είναι ελαχιστική.

Το παρακάτω λήµµα µας δίνει και µια µεθοδολογία εύρεσης µιας ελαχιστικής ϐάσης

Gröbner για ένα ιδεώδες.

Λήµµα 3.3.4. ΄Εστω G = {g1, . . . , gt} ϐάση Gröbner για το ιδεώδες I. Αν lm(g2) | lm(g1),
τότε και το {g2, . . . , gt} αποτελεί ϐάση Gröbner του ιδεώδους I.

Απόδειξη. Θεωρούµε το πολυώνυµο f ∈ I. Από την υπόθεση υπάρχει i ∈ {1, . . . , t} τέτοιο

ώστε lm(gi) | lm(f). Στην περίπτωση όπου i = 1 δηλαδή lm(g1) | lm(f), τότε

lm(g2) | lm(g1) | lm(f).

Στο ίδιο συµπέρασµα καταλήγουµε αν i > 1. Σε κάθε περίπτωση λοιπόν υπάρχει i ∈
{2, . . . , t} τέτοιο ώστε lm(gi) | lm(f), πράγµα που σηµαίνει ότι {g2, . . . , gt} είναι ϐάση

Gröbner για το ιδεώδες I.
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Με το παραπάνω λήµµα και κάνοντας όλους τους συντελεστές των πολυωνύµων µονάδα,

λαµβάνουµε µια ελαχιστική ϐάση Gröbner όπως ϐλέπουµε και στον επόµενο αλγόριθµο.

Αλγόριθµος 3.3.5. Αλγόριθµος εύρεσης ελαχιστικής ϐάσης Gröbner

Είσοδος: F = {f1, . . . , fs} ⊂ K[x1, . . . , xn] ϐάση Gröbner του ιδεώδους I

΄Εξοδος: G = {g1, . . . , gt}, µια ελαχιστική ϐάση Gröbner του I

Αρχή: G := {g1 =
f1

lc(f1)
, . . . , gs =

fs
lc(fs)

}
Αν υπάρχουν i 6= j τέτοια ώστε lm(gi) να διαιρεί το lm(gj) τότε αφαίρεσε το gj από το G.

Συνεπώς όταν ϑέλουµε να πάρουµε µια ελαχιστική ϐάση Gröbner για ένα ιδεώδες, αρκεί

σε µια ϐάση Gröbner στην οποία έχουµε κάνει όλους τους αρχικούς συντελεστές µονάδα, να

παραλείψουµε όλα τα πολυώνυµα των οποίων οι αρχικοί όροι διαιρούνται από άλλον αρχικό

όρο πολυωνύµου της ϐάσης.

Παράδειγµα 3.3.6. Είδαµε στο Παράδειγµα 3.3.1 ότι για το ιδεώδες

I = 〈x2
1 + x1x2 + x2

2, x1 + x2, x2〉 ⊆ Q[x1, x2]

ως προς τη µονωνυµική διάταξη <lex µε x1 < x2 µια ϐάση Gröbner είναι η

G = {f1 = x2
2 + x1x2 + x2

1, f2 = x2 + x1, f3 = x2, f4 = x2
1, f5 = x1},

η οποία δεν είναι ελαχιστική. Για να πάρουµε µια ελαχιστική ϐάση Gröbner του I,

αρχικά παρατηρούµε ότι lc(fi) = 1, i = 1, . . . , 5. Στη συνέχεια έχουµε ότι :

lm(f3) = x2 | x2
2 = lm(f1) και lm(f3) = x2 | x2 = lm(f2)

και συνεπώς παραλείπουµε τα f1, f2 από τη Ϲητούµενη ελαχιστική ϐάση. Οµοίως :

lm(f5) = x1 | x2
1 = lm(f4),

όπου καταλήγουµε ότι και το f4 παραλείπεται. Συµπεραίνουµε ότι µια ελαχιστική

ϐάση Gröbner για το ιδεώδες I, είναι η F1 = {f3 = x2, f5 = x1}.

Είναι προφανές ότι µια ελαχιστική ϐάση Gröbner δεν είναι µοναδική. Αλλάζοντας τον

ϱόλο των f2 και f3 παρατηρούµε ότι

lm(f2) = x2 | x2
2 = lm(f1) και lm(f2) = x2 | x2 = lm(f3).

Μια ελαχιστική ϐάση Gröbner για το ιδεώδες είναι και η F2 = {f2 = x2 +x1, f5 = x1}.

Παρόλο που µπορεί να διαφέρουν δύο ελαχιστικές ϐάσεις Gröbner, το πλήθος των στοιχεί-

ων τους αλλά και οι αρχικοί όροι αυτών ταυτίζονται όπως ϐλέπουµε στην παρακάτω πρόταση.

Πρόταση 3.3.7. Αν G = {g1, . . . , gt} και F = {f1, . . . , fs} είναι ελαχιστικές ϐάσεις Gröbner

ενός ιδεώδους I, τότε s = t και η αρίθµηση των στοιχείων των ϐάσεων µπορεί να γίνει έτσι ώστε

lt(fi) = lt(gi) για κάθε i ∈ {1, . . . , t}.
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Απόδειξη. Καθώς g1 ∈ I και F = {f1, . . . , fs} είναι ϐάση Gröbner του I, υπάρχει i ∈
{1, . . . , s} τέτοιο ώστε lm(fi) | lm(g1). Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουµε ότι i = 1,

δηλαδή lm(f1) | lm(g1) (στην περίπτωση που i 6= 1 τοποθετούµε το πολυώνυµο fi στην

πρώτη ϑέση του F ). Καθώς f1 ∈ I και G = {g1, . . . , gt} είναι ϐάση Gröbner του I, υπάρχει

i ∈ {1, . . . , t} τέτοιο ώστε lm(gi) | lm(f1) | lm(g1). ΄Οµως G είναι ελαχιστική, οπότε i = 1 και

εποµένως lm(g1) | lm(f1) | lm(g1). ΄Αρα lm(g1) = lm(f1). Υποθέτουµε ότι

lm(g1) = lm(f1), . . . , lm(gl) = lm(fl)

για κάποιο l µικρότερο ή ίσου του ελαχίστου των s, t. Αν l = s = t, τότε έχουµε το Ϲητούµενο.

Σε αντίθετη περίπτωση, µπορούµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας να υποθέσουµε ότι l < t.
Τότε gl+1 ∈ I και F = {f1, . . . , fs} είναι ϐάση Gröbner του I, οπότε υπάρχει i ∈ {1, . . . , s}
τέτοιο ώστε lm(fi) | lm(gl+1). Επίσης i /∈ {1, . . . , l}, διότι αν i ∈ {1, . . . , l} ϑα είχαµε

lm(gi) = lm(fi) | lm(gl+1) που αντιτίθεται στο ότι G = {g1, . . . , gt} είναι ελαχιστική ϐάση

Gröbner. Αλλάζοντας την αρίθµηση των στοιχείων του F , εάν είναι απαραίτητο, µπορούµε

να υποθέσουµε ότι i = l + 1, οπότε lm(fl+1) | lm(gl+1). Καθώς fl+1 ∈ I και G = {g1, . . . , gt}
είναι ϐάση Gröbner του I, υπάρχει j ∈ {1, . . . , t} τέτοιο ώστε lm(gj) | lm(fl+1) | lm(gl+1).
΄Οµως G είναι ελαχιστική ϐάση Gröbner, πράγµα που σηµαίνει ότι j = l + 1 και εποµένως

lm(gl+1) | lm(fl+1) | lm(gl+1). ΄Αρα lm(gl+1) = lm(fl+1). Συνεχίζοντας την διαδικασία

καταλήγουµε τελικά στο ότι s = t και lt(fi) = lt(gi), για κάθε i ∈ {1, . . . , t}.

Είδαµε ότι µια ελαχιστική ϐάση Gröbner για ένα ιδεώδες δεν είναι µοναδική. Στην προ-

σπάθειά µας να εξάγουµε µοναδικό σύνολο γεννητόρων ως προς συγκεκριµένη µονωνυµική

διάταξη, το οποίο να αποτελεί ϐάση Gröbner για ένα ιδεώδες, οδηγούµαστε στον ορισµό της

ανάγωγης ϐάσης Gröbner.

Ορισµός 3.3.8. Μια ϐάση Gröbner G = {g1, . . . , gt} λέγεται ανάγωγη ϐάση Gröbner αν για

κάθε i ∈ {1, . . . , t} έχουµε lc(gi) = 1 και το πολυώνυµο gi είναι ανάγωγο µόδιο G − {gi},

δηλαδή δεν υπάρχει µη µηδενικός όρος του gi ο οποίος να διαιρείται από κάποιο lm(gj) για

i 6= j.

Από τον παραπάνω ορισµό είναι άµεσο ότι µια ανάγωγη ϐάση Gröbner είναι πάντα ελα-

χιστική.

Παράδειγµα 3.3.9. Προηγουµένως ϐρήκαµε για το ιδεώδες

I = 〈x2
1 + x1x2 + x2

2, x1 + x2, x2〉 ⊆ Q[x1, x2]

ως προς τη µονωνυµική διάταξη <lex µε x1 < x2 δύο ελαχιστικές ϐάσεις Gröbner:

F1 = {f3 = x2, f5 = x1} και F2 = {f2 = x2 + x1, f5 = x1}.
Από τον ορισµό έπεται ότι η F1 είναι και ανάγωγη ϐάση Gröbner του I κάτι το οποίο δε

συµβαίνει για το σύνολο F2 καθώς το πολυώνυµο f2 δεν είναι ανάγωγο µόδιο F2−{f2}.

Εκτελώντας την αναγωγή παρατηρούµε ότι : f2 = x2 + x1 −
x1

x1
(x1) = x2 = f3. Και σε

αυτή τη περίπτωση συµπεραίνουµε (όπως το αναµένουµε) ότι η ανάγωγη ϐάση Gröbner

του I ως προς τη <lex µε x1 < x2 είναι το σύνολο

G = {x1, x2}.
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Το µεγάλο πλεονέκτηµα µιας ανάγωγης ϐάσης Gröbner, είναι ότι αυτή είναι µοναδική ως

προς τη µονωνυµική διάταξη στην οποία δουλεύουµε, κάτι που προκύπτει από το επόµενο

ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 3.3.10. Θεωρούµε µη µηδενικό ιδεώδες I στον δακτύλιο K[x1, . . . , xn], ο οποίος

είναι εφοδιασµένος µε µια µονωνυµική διάταξη <. Το I διαθέτει µοναδική ανάγωγη ϐάση

Gröbner ως προς την <.

Απόδειξη. ΄Εστω G = {g1, . . . , gt} µία ελαχιστική ϐάση Gröbner του I. Εκτελούµε τις παρα-

κάτω διαιρέσεις για τα στοιχεία του G:

◦ g1
H1−→+ h1 όπου h1 είναι ανάγωγο µόδιο H1 = {g2, g3, g4, . . . , gt}

◦ g2
H2−→+ h2 όπου h2 είναι ανάγωγο µόδιο H2 = {h1, g3, g4, . . . , gt}

◦ g3
H3−→+ h3 όπου h3 είναι ανάγωγο µόδιο H3 = {h1, h2, g4, . . . , gt}

. . .

◦ gt
Ht−→+ ht όπου ht είναι ανάγωγο µόδιο Ht = {h1, h2, h3, . . . , ht−1}.

Καθώς το σύνολο G = {g1, . . . , gt} είναι ελαχιστική ϐάση Gröbner του I, παίρνουµε ότι

lm(gi) = lm(hi) για κάθε i αφού lm(gi) δεν διαιρεί το lm(gj) για οποιοδήποτε i 6= j. ΄Ετσι σε

κάθε µία από τις παραπάνω διαιρέσεις το αρχικό µονώνυµο lm(gi) προστίθεται αναγκαστικά

στο υπόλοιπο hi. Συµπεραίνουµε ότι :

in<(H) = in<(G) = in<(I).

΄Αρα H = {h1, h2, . . . , ht} είναι ϐάση Gröbner του I και µάλιστα ανάγωγη, αφού κανένας

όρος του hi δεν διαιρείται από κάποιο lm(hj) για οποιοδήποτε i 6= j.
΄Εστω G = {g1, . . . , gt} και H = {h1, . . . , ht} ανάγωγες ϐάσεις Gröbner µε lm(gi) = lm(hi)

για κάθε i. Αν gi 6= hi, τότε gi − hi 6= 0 και gi − hi ∈ I, οπότε υπάρχει j ∈ {1, . . . , t} ούτως

ώστε lm(gj) = lm(hj) | lm(gi − hi). Φανερά i 6= j, αφού lm(gi − hi) < lm(gi) = lm(hi).
Συνεπώς το µονώνυµο lm(gj) = lm(hj) διαιρεί έναν όρο του gi − hi, δηλαδή διαιρεί έναν όρο

του gi ή hi. Η τελευταία πρόταση αντιτίθεται στο ότι κάθε ανάγωγη ϐάση Gröbner είναι και

ελαχιστική. ΄Αρα gi = hi για κάθε i.

Το τελευταίο ϑεώρηµα δε µας δίνει µόνο πληροφορία για την ύπαρξη µιας ανάγωγης

ϐάσης Gröbner για ένα ιδεώδες. Μέσα από την απόδειξη αυτού, έχουµε και τη διαδικασία

εύρεσης αυτής. ΄Οπως είδαµε και στο τελευταίο παράδειγµα, για να πάρουµε µια ανάγωγη

ϐάση αυτό που έχουµε να κάνουµε είναι αρχικά να κάνουµε τη ϐάση µας ελαχιστική και στη

συνέχεια να εκτελέσουµε όλες τις δυνατές αναγωγές.

Παράδειγµα 3.3.11. Από το Παράδειγµα 3.2.15 µια ϐάση Gröbner του ιδεώδους

I = 〈x2y + z, xz + y〉 ⊆ Q[x, y, z], ως προς τη <deglex µε x > y > z είναι η :

G = {x2y + z, xz + y,−xy2 + z2, y3 + z3}.
Κάνουµε αυτή τη ϐάση ελαχιστική και στη συνέχεια ανάγωγη. Παρατηρούµε ότι οι



70 Βάσεις Gröbner Α.Θωµά, Χ.Τατάκης

συντελεστές των δύο πρώτων πολυωνύµων είναι µονάδα, ενώ του f3 όχι. ΄Αρα πολλα-

πλασιάζουµε µόνο αυτό µε (-1) και συνεπώς

G′ = 〈f1 = x2y + z, f2 = xz + y, f3 = xy2 − z2, f4 = y3 + z3〉.

Στη συνέχεια ϐλέπουµε ότι δεν υπάρχει αρχικός όρος κάποιου από τα f1, f2, f3 που να

διαιρεί αρχικό όρο άλλου πολυωνύµου και άρα η G′ είναι ελαχιστική ϐάση. Μέσω της

G′ ϑα πάρουµε τη Ϲητούµενη ανάγωγη ϐάση του I.

Στο σηµείο αυτό παρατηρούµε ότι οι αρχικοί όροι των πολυωνύµων της G′ δε διαιρούν

κάποιο όρο αυτών, άρα η ϐάση αυτή είναι ανάγωγη. Συνεπώς η Ϲητούµενη ανάγωγη

ϐάση είναι η

〈x2y + z, xz + y, xy2 − z2, y3 + z3〉.

Ακολουθεί ένα ακόµη παράδειγµα καθορισµού της ανάγωγης ϐάσης Gröbner για ένα

ιδεώδες.

Παράδειγµα 3.3.12. Θα υπολογίσουµε την ανάγωγη ϐάση Gröbner του ιδεώδους

I = 〈xy − x,−y + x2〉 ⊆ Q[x, y],

ως προς τη <lex µε x > y.

Αρχικά υπολογίζουµε µια ϐάση Gröbner του ιδεώδους

I = 〈xy − x, x2 − y〉 ⊆ Q[x, y],

ως προς τη <lex µε x > y. Θεωρούµε το σύνολο G1 = {f1 = xy − x, f2 = x2 − y}.

΄Εχουµε :

S(f1, f2) =
x2y

xy
(xy − x)− x2y

x2
(x2 − y) = −x2 + y2

f2−→ (−x2 + y2)− −x2

x2
(x2 − y) =

= y2 − y = f3.

Καθώς το πολυώνυµο f3 είναι ανάγωγο µόδιο G1, το προσθέτουµε στη Ϲητούµενη ϐάση

Gröbner και συνεχίζουµε τη διαδικασία µε τα νέα S-πολυώνυµα που προκύπτουν. ΄Αρα

G2 = {f1 = xy − x, f2 = x2 − y, f3 = y2 − y},

όπου S(f1, f2)
G2−→+ 0. Επίσης :

S(f1, f3) =
xy2

xy
(xy − x)− xy2

y2
(y2 − y) = −yx+ xy = 0.
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Τέλος,

S(f2, f3) =
x2y2

x2
(x2 − y)− x2y2

y2
(y2 − y) = −y3 + x2y

f2−→ (x2y − y3)− x2y

x2
(x2 − y) = −y3 + y2

f3−→ (−y3 + y2)− −y3

y2
(y2 − y) = y2 − y2 = 0.

Να παρατηρήσουµε εδώ ότι ο τελευταίος υπολογισµός µπορούσε να παραλειφθεί και

να συµπεράνουµε αµέσως ότι S(f2, f3)
G2−→+ 0, κάνοντας χρήση της Πρότασης 3.2.17.

Συνεπώς µια ϐάση Gröbner του ιδεώδους I, είναι η

G2 = {f1 = xy − x, f2 = x2 − y, f3 = y2 − y},

η οποία παρατηρούµε ότι είναι και ελαχιστική, καθώς οι συντελεστές των πολυωνύµων

είναι µονάδα και δεν υπάρχει αρχικός όρος κάποιου από τα f1, f2, f3 που να διαι-

ϱεί αρχικό όρο άλλου πολυωνύµου του G2. Τέλος, παρατηρούµε ότι οι αρχικοί όροι

των πολυωνύµων της G2 δε διαιρούν κάποιο όρο αυτών, άρα η ϐάση αυτή είναι και

ανάγωγη. Συνεπώς η Ϲητούµενη ανάγωγη ϐάση είναι η

G2 = {xy − x, x2 − y, y2 − y}.

Στο παράδειγµα που ακολουθεί ϐλέπουµε την άµεση εφαρµογή του Θεωρήµατος 3.3.10

και της απόδειξης αυτού, όπου υπολογίζουµε την ανάγωγη ϐάση Gröbner ενός ιδεώδους στη

περίπτωση που τα στοιχεία της ελαχιστικής ϐάσης Gröbner δεν είναι ανάγωγα.

Παράδειγµα 3.3.13. Θεωρούµε το ιδεώδες

I = 〈x− y2w, y − zw, z − w3, w3 − w〉.

Στο παράδειγµα 3.2.12 είδαµε ότι το σύνολο των πολυωνύµων

G = {f1 = x− y2w, f2 = y − zw, f3 = z − w3, f4 = w3 − w} ∈ Q[x, y, z, w]

είναι ϐάση Gröbner ως προς τη διάταξη <lex, µε x > y > z > w. Η ϐάση αυτή

είναι ελαχιστική καθώς όλοι οι αρχικοί συντελεστές των πολυωνύµων είναι µονάδα

και δεν υπάρχει αρχικός όρος πολυωνύµου, ο οποίος να διαιρείται από αρχικό όρο

άλλου πολυωνύµου της ϐάσης. Ακολουθώντας τον συµβολισµό που υιοθετήσαµε στην

απόδειξη του Θεωρήµατος 3.3.10 υπολογίζουµε το f1 µόδιο H1 = {f2, f3, f4}. Το

f1 δεν είναι ανάγωγο µόδιο H1 καθώς ο όρος y2w διαιρείται από αρχικό όρο άλλου
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πολυωνύµου (του f2). Εκτελώντας την αναγωγή του f1 µόδιο H1, έχουµε :

x− y2w
f2−→ x− y2w − −y2w

y
(y − zw) = x− yzw2

f2−→ x− yzw2 − −yzw2

y
(y − zw) = x− z2w3

f3−→ x− z2w3 − −z2w3

z
(z − w3) = x− zw6

f3−→ x− zw6 − −zw6

z
(z − w3) = x− w9

f4−→ x− w9 − −w9

w3
(w3 − w) = x− w7

f4−→ x− w7 − −w7

w3
(w3 − w) = x− w5

f4−→ x− w5 − −w5

w3
(w3 − w) = x− w3

f4−→ x− w3 − −w3

w3
(w3 − w) = x− w

Συµπεραίνουµε ότι :

f1 = x− y2w
H1−→+ x− w = h1.

Παρατηρούµε ότι η ύπαρξη του αρχικού όρου y στο f2 µας επιτρέπει να απαλείψουµε

στην ουσία τη µεταβλητή y από τους υπόλοιπους όρους των άλλων πολυωνύµων, ενώ

η ύπαρξη του w3 στο f4 ως αρχικό όρο, µας αφήνει υπόλοιπο είτε w (ή και w2). Συνε-

χίζουµε τη διαδικασία όπως την είδαµε στην απόδειξη του προηγούµενου ϑεωρήµατος

και ανάγουµε το πολυώνυµο f2 µόδιο το σύνολο H2 = {h1, f3, f4}. Παρατηρούµε ότι

και αυτό δεν είναι ανάγωγο µόδιο H2 καθώς υπάρχει όρος του (ο zw) ο οποίος διαιρείται

από αρχικό όρο άλλου πολυωνύµου (του lt(f3) = z). ΄Εχουµε :

y − zw
f3−→ y − zw − −zw

z
(z − w3) = y − w4

f4−→ y − w4 − −w4

w3
(w3 − w) = y − w2

Συµπεραίνουµε ότι :

f2 = y − zw
H2−→+ y − w2 = h2.

Συνεχίζουµε τη διαδικασία και ανάγουµε το πολυώνυµο f3 µόδιο το σύνολο H3 =
{h1, h2, f4}. Παρατηρούµε ότι και αυτό δεν είναι ανάγωγο µόδιο H3 καθώς υπάρχει

όρος του (ο w3) ο οποίος διαιρείται από αρχικό όρο άλλου πολυωνύµου (του lt(f4) =
w3). ΄Εχουµε :

z − w3 f4−→ z − w3 − −w3

w3
(w3 − w) = z − w
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Συµπεραίνουµε ότι :

f3 = z − w3 H3−→+ z − w = h3.

Τέλος ϑεωρούµε το σύνολο H4 = {h1 = x−w, h2 = y−w2, h3 = z−w}. Παρατηρούµε

ότι το πολυώνυµο f4 = w3−w είναι ανάγωγο µόδιο H4 καθώς κανείς αρχικός όρος των

πολυωνύµων του H4 δε διαιρούν κάποιον από τους όρους του f4. Ισοδύναµα:

f4 = w3 − w
H4−→+ w3 − w = h4.

Το σύνολο

H = {h1 = x− w, h2 = y − w2, h3 = z − w, h4 = w3 − w}

είναι η Ϲητούµενη ανάγωγη ϐάση Gröbner για το ιδεώδες I.

3.3.2 Η καθολική ϐάση Gröbner

Η ανάγκη εύρεσης µιας ϐάσης Gröbner ενός ιδεώδους η οποία να αποτελεί ϐάση Gröbner για

το ιδεώδες ανεξάρτητα από την επιλογή της µονωνυµικής διάταξης, µας οδηγεί στην έννοια

της καθολικής ϐάσης Gröbner.

Την έννοια της καθολικής3 ϐάσης Gröbner ενός ιδεώδους µελέτησαν πρώτοι οι V. Weisp

fenning και N. Schwartz.

Ορισµός 3.3.14. Η καθολική ϐάση Gröbner ενός ιδεώδους ορίζεται ως η ένωση όλων των

αναγώγων ϐάσεων Gröbner του ιδεώδους ως προς οποιαδήποτε µονωνυµική διάταξη και συµ-

ϐολίζεται µε UI .

Παρατήρηση 3.3.15. Ισοδύναµα µε τον παραπάνω ορισµό, µπορούµε να πούµε ότι ένα

σύνολο πολυωνύµων G = {g1, . . . , gt} ⊆ I του πολυωνυµικού δακτυλίου K[x1, . . . , xn] είναι

καθολική ϐάση Gröbner του I, αν και µόνο αν είναι ϐάση Gröbner αυτού ως προς οποιαδή-

ποτε µονωνυµική διάταξη.

Αποδεικνύεται ότι η καθολική ϐάση Gröbner για ένα ιδεώδες είναι πεπερασµένο σύνολο.

Οι οικογένειες των ιδεωδών για τις οποίες γνωρίζουµε αυτό το σύνολο είναι πολύ λίγες και

ο προσδιορισµός αυτού τις περισσότερες ϕορές δεν είναι εύκολο πρόβληµα. Υπάρχουν ϐέ-

ϐαια περιπτώσεις που ο υπολογισµός της καθολικής ϐάσης Gröbner επιτυγχάνεται εύκολα

λαµβάνοντας στον αλγόριθµο του Buchberger κάθε δυνατή περίπτωση αρχικού όρου για τα

πολυώνυµα της ϐάσης Gröbner την οποία µελετάµε. Για να γίνει περισσότερο κατανοητό το

παραπάνω, ας δούµε ένα παράδειγµα.

Παράδειγµα 3.3.16. Θεωρούµε το ιδεώδες I = 〈f1 = x − y2, f2 = xy − x〉 ⊆ Q[x, y]
και έστω το σύνολο G1 = {f1, f2}. Θα προσδιορίσουµε την καθολική ϐάση Gröbner

αυτού.

Αρχικά παρατηρούµε ότι ως προς οποιαδήποτε µονωνυµική διάταξη εξ ορισµού ισχύει

3Εισάγουν την έννοια οι V. Weispfenning το 1987 και ο N. Schwartz το 1998.
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ότι y > 1. Συνεπώς xy > x και άρα lt(f2) = xy. ∆ιακρίνουµε περιπτώσεις για τον

αρχικό όρο του f1.
1η περίπτωση: ΄Εστω lt(f1) = x. Υπολογίζουµε την ανάγωγη ϐάση Gröbner του I.

Αρχικά ϐρίσκουµε µια ϐάση Gröbner αυτού.

S(f1, f2) =
xy

x
(x− y2)− xy

xy
(xy − x) = −y3 + x

f1−→ (−y3 + x)− x

x
(x− y2) = −y3 + y2 = f3

Προφανώς έχουµε ότι lt(f3) = −y3 ως προς οποιαδήποτε µονωνυµική διάταξη. Το

πολυώνυµο f3 είναι ανάγωγο µόδιο G1 και συνεπώς το προσθέτουµε στη ϐάση Gröbner

που ψάχνουµε και ϑεωρούµε το σύνολο

G2 = {f1 = x− y2, f2 = xy − x, f3 = −y3 + y2}

όπου S(f1, f2)
G2−→+ 0. Συνεχίζουµε µε τα υπόλοιπα S- πολυώνυµα. ΄Εχουµε :

S(f1, f3)
G2−→+ 0 καθώς µ.κ.δ.(lt(f1), lt(f3)) = 1.

Τέλος,

S(f2, f3) =
xy3

xy
(xy − x)− xy3

−y3
(−y3 + y2) = −xy2 + xy2 = 0.

Μια ελαχιστική ϐάση Gröbner του ιδεώδους είναι F1 = {f1 = x − y2, f3 = y3 − y2} η

οποία παρατηρούµε ότι είναι και ανάγωγη.

2η περίπτωση: ΄Εστω lt(f1) = −y2. Υπολογίζουµε την ανάγωγη ϐάση Gröbner του I.

Αρχικά ϐρίσκουµε µια ϐάση Gröbner αυτού.

S(f1, f2) =
xy2

−y2
(−y2 + x)− xy2

xy
(xy − x) = −x2 + xy

f2−→ (−x2 + xy)− xy

xy
(xy − x) = −x2 + x = f4

Προφανώς έχουµε ότι lt(f4) = −x2 ως προς οποιαδήποτε µονωνυµική διάταξη. Το

πολυώνυµο f4 είναι ανάγωγο µόδιο G1 και συνεπώς το προσθέτουµε στη ϐάση Gröbner

που ψάχνουµε και ϑεωρούµε το σύνολο

G2 = {f1 = −y2 + x, f2 = xy − x, f4 = −x2 + x}

όπου S(f1, f2)
G2−→+ 0. Συνεχίζουµε µε τα υπόλοιπα S- πολυώνυµα. ΄Εχουµε :

S(f1, f4)
G2−→+ 0 καθώς µ.κ.δ.(lt(f1), lt(f4)) = 1.

Τέλος,

S(f2, f4) =
x2y

xy
(xy − x)− x2y

−x2
(−x2 + x) = −x2 + xy

f2−→ (−x2 + xy)− xy

xy
(xy − x) = −x2 + x

f4−→ 0



75 Βάσεις Gröbner Α.Θωµά, Χ.Τατάκης

Μια ελαχιστική ϐάση Gröbner του ιδεώδους είναι F2 = {f1 = y2−x, f2 = xy−x, f4 =
x2 − x} η οποία παρατηρούµε ότι είναι και ανάγωγη.

΄Εχουµε εξαντλήσει τις δυνατές περιπτώσεις ως προς τους αρχικούς όρους των πολυω-

νύµων του ιδεώδους. Εξ ορισµού έπεται ότι

UI = F1 ∪ F2 = {x− y2, xy − x, x2 − x, y3 − y2}.



76 Βάσεις Gröbner Α.Θωµά, Χ.Τατάκης

3.4 Ασκήσεις

΄Ασκηση 33. Αποδείξετε το Λήµµα 3.1.2.

΄Ασκηση 34. Θεωρούµε τον πολυωνυµικό δακτύλιο K[x1, x2, x3]. Να υπολογιστούν τα ιδεώδη

αυτού I + J, I · J, I ∩ J, I : J,
√
I και

√
J στην περίπτωση που :

1. I = 〈x1x
2
2, x2x

2
3, x

2
2x

2
3〉 και J = 〈x1x2x3, x

2
2〉.

2. I = 〈x2
1x

2
2x

2
3, x

3
1x2〉 και J = 〈x1x

2
2, x

2
3〉.

Από όλα τα ιδεώδη που υπολογίσατε παραπάνω σε κάθε περίπτωση, να συµπεράνετε αν

υπάρχει κάποιο πρώτο ιδεώδες.

΄Ασκηση 35. ΄Εστω G,G′ ϐάσεις Gröbner ενός ιδεώδους I ⊆ K[x1, . . . , xn] ως προς συγκε-

κριµένη µονωνυµική διάταξη και έστω f ∈ K[x1, . . . , xn]. Υποθέτουµε επίσης ότι f
G−→+ r και

f
G′

−→+ r′ όπου r και r′ είναι ανάγωγα κατά µόδιο G και G′ αντίστοιχα. Να δειχθεί ότι r = r′.

΄Ασκηση 36. ΄Εστω G ϐάση Gröbner ενός ιδεώδους I και έστω r, f ∈ K[x1, . . . , xn], όπου r

είναι ανάγωγο κατά µόδιο G. Να δειχθεί ότι αν f − r ∈ I, τότε f
G−→+ r.

΄Ασκηση 37. ΄Εστω ¨<¨ τυχαία µονωνυµική διάταξη στον K[x, y, z] µε x > y > z.

1. Να δειχθεί ότι τα πολυώνυµα f1 = y − z, f2 = x + 2y + 3z, f3 = 3x − 4y + 2z δεν

αποτελούν ϐάση Gröbner για το ιδεώδες που παράγεται από αυτά.

2. Να δειχθεί ότι τα πολυώνυµα f1 = y − z, f2 = x+ 2y + 3z, f ′
3 = −17z αποτελούν ϐάση

Gröbner για το ιδεώδες που παράγεται από αυτά.

΄Ασκηση 38. Θεωρούµε το σύνολο πολυωνύµων G = {f1 = z + x, f2 = y − x} ⊆ Q[x, y, z].

1. Θεωρούµε ότι ο δακτύλιος είναι εφοδιασµένος µε τη λεξικογραφική διάταξη µε x > y > z.

Να δειχθεί ότι το σύνολο G δεν αποτελεί ϐάση Gröbner για το ιδεώδες που παράγεται

από αυτά.

2. Θεωρούµε ότι ο δακτύλιος είναι εφοδιασµένος µε τη λεξικογραφική διάταξη µε z > y > x.

Να δειχθεί ότι το σύνολο G αποτελεί ϐάση Gröbner για το ιδεώδες που παράγεται από

αυτά.

΄Ασκηση 39. Να υπολογισθούν τα S-πολυώνυµα των παρακάτω πολυωνύµων στον Q[x, y, z]
ως προς τις µονωνυµικές διατάξεις <lex, <deglex και <degrevlex µε x > y > z.

i) f = 3x2yz − xy3 και g = xy2 + z2.

ii) f = 3x2yz − yz και g = xy2 + z4.

iii) f = x4y − z2 και g = 3xz2 − y.

iv) f = x7y2z + 2xyz και g = 2x7y2 + 4.

v) f = xy + z3 και g = z2 − 3z.
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vi) f = x2 + y2 + yx, g = x+ y και h = y.

΄Ασκηση 40. ∆είξτε ότι αν X1, . . . , Xt είναι µονώνυµα του Tn, τότε το σύνολο {X1, . . . , Xt}
είναι ϐάση Gröbner ως προς οποιαδήποτε µονωνυµική διάταξη του K[x1, . . . , xn].

΄Ασκηση 41. Αποδείξτε ότι το G = {g} είναι ϐάση Gröbner ως προς οποιαδήποτε µονωνυµική

διάταξη του K[x1, . . . , xn], όπου g είναι µη µηδενικό πολυώνυµο του K[x1, . . . , xn].

΄Ασκηση 42. Να εξετάσετε αν το σύνολο F = {f1 = x3
1 − 2x1x2, f2 = x2

1x2 − 2x2
2 + x1} ⊆

Q[x1, x2] αποτελεί ϐάση Gröbner του ιδεώδους I = 〈f1, f2〉 ως προς τη διάταξη <deglex µε

x1 > x2. Αν όχι, τότε να ϐρεθεί µια ϐάση Gröbner του ιδεώδους I.

΄Ασκηση 43. Αποδείξτε ότι το G = {x2−y3, y2−z3, z2−w3} είναι ϐάση Gröbner αν η διάταξη

του Q[x, y, z, w] είναι η <lex µε x > y > z > w.

΄Ασκηση 44. Βρείτε µια ϐάση Gröbner για το ιδεώδες I = 〈x2 − yw, x − z, xz − yw〉 του

Q[x, y, z, w] ως προς την <degrevlex µε x > y > z > w.

΄Ασκηση 45. Βρείτε µια ϐάση Gröbner για το ιδεώδες I = 〈t3−x, t4−y, t5−z〉 του Q[t, x, y, z]
ως προς την <deglex µε t > x > y > z και ως προς την λεξικογραφική µε x > y > z > t.

΄Ασκηση 46. Να ϐρεθεί η ανάγωγη ϐάση Gröbner του ιδεώδους I = 〈x2y + z, xz + y〉 ⊆
Q[x, y, z] ως προς τη διάταξη <lex µε x > y > z.

΄Ασκηση 47. Βρείτε την ανάγωγη ϐάση Gröbner του

I = 〈x− y, y − z, z − w,w − t〉 ⊆ Q[x, y, z, w, t]

ως προς την <degrevlex µε x > y > z > w > t.

΄Ασκηση 48. Θεωρούµε τα ιδεώδη

I = 〈yx2 − 4x, y2 + x2 − 5〉

και

J = 〈y4 + y2x2 + yx2 − 5y2 − 4x, y4x+ y2x3 + yx3 − 5y2x+ y2 − 3x2 − 5〉
του πολυωνυµικού δακτυλίου Q[x, y]. Να αποδείξετε ότι αυτά έχουν την ίδια ανάγωγη ϐάση

Gröbner αν ο δακτύλιός µας είναι εφοδιασµένος µε τη µονωνυµική διάταξη <deglex µε y > x.

΄Ασκηση 49. Να ϐρεθεί η ανάγωγη ϐάση Gröbner για το ιδεώδες I = 〈x2−yw, x−z, xz−yw〉
του Q[x, y, z, w] ως προς την <degrevlex µε x > y > z > w. Θεωρώντας µονωνυµική διάταξη

όρων την <lex µε x > y > z > w προσδιορίσετε την ανάγωγη ϐάση Gröbner του I.

΄Ασκηση 50. Να ϐρεθεί η ανάγωγη ϐάση Gröbner για το ιδεώδες I = 〈t3 − x, t4 − y, t5 − z〉
του Q[t, x, y, z] ως προς την <deglex µε t > x > y > z και ως προς την λεξικογραφική µε

x > y > z > t.

΄Ασκηση 51. Βρείτε µια ϐάση Gröbner του ιδεώδους

J = 〈x2y + z, xz + y〉 ⊆ Q[x, y, z]

ως προς την <lex µε z > y > x. Στη συνέχεια ϐρείτε την ανάγωγη ϐάση Gröbner του J .
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΄Ασκηση 52. ∆ίνεται ότι µια ϐάση Gröbner του ιδεώδους

I = 〈x2 + y2 + 1, x2y + 2xy + x〉 ⊆ Z5[x, y]

ως προς την λεξικογραφική διάταξη µε x > y είναι η

{x2 + y2 + 1, x2y + 2xy + x, 3xy + 4x+ y3 + y, 4y5 + 3y4 + y2 + y + 3}.

Βρείτε την ανάγωγη ϐάση Gröbner του ιδεώδους I.



Κεφάλαιο 4

Εφαρµογές των ϐάσεων Gröbner

΄Οπως έχουµε αναφέρει και στο πρώτο κεφάλαιο, οι ϐάσεις Gröbner έχουνε ευρεία εφαρµογή

σε πολλά προβλήµατα της ΄Αλγεβρας, της Αλγεβρικής Γεωµετρίας, του Ακέραιου Προγραµ-

µατισµού, της Θεωρίας Γραφηµάτων και άλλων κλάδων των µαθηµατικών. Στο κεφάλαιο

αυτό ϑα εστιάσουµε σε µερικά από αυτά έχοντας ως στόχο να γίνει αντιληπτό το πόσο ση-

µαντικό εργαλείο είναι η Υπολογιστική ΄Αλγεβρα στους διάφορους κλάδους που αναφέραµε

προηγουµένως.

4.1 Εφαρµογές των ϐάσεων Gröbner στην ΄Αλγεβρα

Κάνοντας µια εισαγωγή στις εφαρµογές των ϐάσεων Gröbner στην ΄Αλγεβρα, ϑα δούµε µε

ποιό τρόπο η ϑεωρία που αναπτύξαµε δίνει απάντηση αλγοριθµικά στα παρακάτω αλγεβρικά

προβλήµατα τα οποία σχετίζονται µε ιδεώδη υπεράνω ενός πολυωνυµικού δακτύλιου.

◦ ∆οθέντος ενός πολυωνύµου ϕ και ενός ιδεώδους I = 〈ϕ1, . . . , ϕs〉 ⊆ K[x1, . . . , xn],
να µπορούµε να αποφανθούµε αν ϕ ∈ I. Στην περίπτωση αυτή, να εκφράζουµε το

πολυώνυµο ϕ συναρτήσει των {ϕ1, . . . , ϕs}.

◦ ∆οθέντος ιδεωδών I, J ⊆ K[x1, . . . , xn] να εξετάζουµε αν I = J .

◦ Προσδιορισµός µιας ϐάσης για τον K-διανυσµατικό χώρο K[x1, . . . , xn]/I.

◦ ∆οθέντος ιδεωδών I, J ⊆ K[x1, . . . , xn] να υπολογίζουµε το ιδεώδες I ∩ J .

4.1.1 Το πρόβληµα της ιδιότητας µέλους ενός ιδεώδους

Θεωρούµε ότι ϐρισκόµαστε στον πολυωνυµικό δακτύλιο S = K[x1, . . . , xn] ο οποίος είναι

εφοδιασµένος µε µια µονωνυµική διάταξη. ΄Εστω το ιδεώδες I = 〈f1, . . . , fs〉 του S.

Η πρώτη εφαρµογή που ϑα δούµε είναι δοθέντος ενός πολυωνύµου ϕ ∈ K[x1, . . . , xn]
να απαντήσουµε αν το πολυώνυµο αυτό ανήκει στο ιδεώδες I. Σε συνέχεια αυτού, στην

περίπτωση που η απάντηση είναι καταφατική, να εκφράζουµε το πολυώνυµο ϕ συναρτήσει

των πολυώνυµων f1, . . . , fs.

79
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Η απάντηση στην πρώτη ερώτηση έχει ήδη επιτευχθεί στο προηγούµενο κεφάλαιο. Αυτό

που έχουµε να κάνουµε, είναι να υπολογίσουµε µια ϐάση Gröbner για το ιδεώδες µας, έστω

αυτή G = {g1, . . . , gt}. Τότε από το Θεώρηµα 3.2.3 έχουµε ότι

ϕ ∈ I ⇐⇒ ϕ
G−→+ 0.

Στην περίπτωση που ϕ ∈ I ϑέλουµε να ϐρούµε πολυώνυµα u1, . . . , ut στον K[x1, . . . , xn] έτσι

ώστε

ϕ = u1f1 + u2f2 + · · ·+ umfm.

Καθώς ϕ
G−→+ 0, ϐρίσκουµε από τον αλγόριθµο της διαίρεσης πολυώνυµα g1, . . . , gt ούτως

ώστε

ϕ = v1g1 + v2g2 + · · ·+ vtgt.

Χρησιµοποιώντας τον αλγόριθµο του Buchberger µπορούµε να εκφράσουµε τα g1, . . . , gt, µέ-

σω υπολογισµών των S-πολυωνύµων και διαιρέσεων συναρτήσει των f1, . . . , fm µε συντελεστές

πολυώνυµα. ΄Αρα gi = hi1f1 + · · ·+ himfm, όπου 1 ≤ i ≤ t. Συνεπώς:

ϕ = v1g1 + v2g2 + · · ·+ vtgt =

= v1(h11f1 + · · ·+ h1mfm) + · · ·+ vt(ht1f1 + · · ·+ htmfm) =

= u1f1 + u2f2 + · · ·+ umfm,

όπου ui = v1h1i + · · ·+ vthti. Ας δούµε αναλυτικά ένα παράδειγµα.

Παράδειγµα 4.1.1. Θεωρούµε το ιδεώδες

I = 〈f1 = yx2 − 4x, f2 = y2 + x2 − 5〉

στον Q[x, y], ο οποίος είναι εφοδιασµένος µε την ϐαθµωτή λεξικογραφική διάταξη µε

y > x. Θέλουµε να ελέγξουµε αν τα πολυώνυµα h1 = y3 − 5y + 4x και h2 = yx2 + y2

ανήκουν στο ιδεώδες I.

Αρχικά υπολογίζουµε µια ϐάση Gröbner για το ιδεώδες. Θεωρούµε το σύνολο G1 =
{f1 = yx2 − 4x, f2 = y2 + x2 − 5}. Βάσει της διάταξης που έχουµε όλα τα πολυώνυµά

µας είναι σωστά διατεταγµένα. ΄Εχουµε :

S(f1, f2) =
y2x2

yx2
(yx2 − 4x)− y2x2

y2
(y2 + x2 − 5) = −4yx− x4 + 5x2

= −x4 − 4yx+ 5x2 = f3

Παρατηρούµε ότι το πολυώνυµο f3 είναι ανάγωγο µόδιο G1 καθώς δεν υπάρχει αρχικός

όρος πολυωνύµου που ανήκει στο G1 ο οποίος να διαιρεί κάποιον από τους όρους του

f3. Θεωρούµε το σύνολο

G2 = {f1 = yx2 − 4x, f2 = y2 + x2 − 5, f3 = −x4 − 4yx+ 5x2},

όπου S(f1, f2)
G2−→+ 0. Επίσης, S(f2, f3)

G2−→+ 0, καθώς µ.κ.δ.(lt(f2), lt(f3)) = 1.
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Τέλος,

S(f1, f3) =
yx4

yx2
(yx2 − 4x)− yx4

−x4
(−x4 − 4yx+ 5x2) = −4x3 − 4y2x+ 5yx2

f2−→ (−4y2x+ 5yx2 − 4x3)− −4y2x

y2
(y2 + x2 − 5) = 5yx2 − 20x

f1−→ (5yx2 − 20x)− 5yx2

yx2
(yx2 − 4x) = 0.

Συµπεραίνουµε ότι το σύνολο G2 αποτελεί ϐάση Gröbner για το ιδεώδες. Παρατηρούµε

σε αυτό το σηµείο (αν και δεν µας χρειάζεται για την επίλυση του συγκεκριµένου

προβλήµατός µας) ότι το σύνολο G = {yx2 − 4x, y2 + x2 − 5, x4 + 4yx − 5x2} είναι η

ανάγωγη ϐάση Gröbner του I.

Για να απαντήσουµε αν ένα πολυώνυµο ανήκει στο ιδεώδες αρκεί να εξετάσουµε αν

κάνοντας την αναγωγή µόδιο G2 (είτε µόδιο G) αυτό δίνει µηδέν. Παρατηρούµε ότι :

h1 = y3 − 5y + 4x

f2−→ (y3 − 5y + 4x)− y3

y2
(y2 + x2 − 5) = 4x− yx2 (4.1)

f1−→ (−yx2 + 4x)− −yx2

yx2
(yx2 − 4x) = 0. (4.2)

Συµπεραίνουµε ότι h1 ∈ I. Αντίστοιχα,

h2 = yx2 + y2

f1−→ (yx2 + y2)− yx2

yx2
(yx2 − 4x) = y2 + 4x

f2−→ (y2 + 4x)− y2

y2
(y2 + x2 − 5) = −x2 + 4x+ 5.

Το πολυώνυµο που προέκυψε είναι το υπόλοιπο της αναγωγής, το οποίο είναι ανάγωγο

µόδιο G2 καθώς δεν υπάρχει αρχικός όρος των fi ο οποίος να διαιρεί κάποιον από τους

όρους αυτού. Συµπεραίνουµε ότι h2 /∈ I.

Για να γράψουµε το πολυώνυµο h1 συναρτήσει των f1, f2 αρκεί να επιστρέψουµε στη

διαδικασία αναγωγής αυτού. Στη συγκεκριµένη περίπτωση ο συνδυασµός προκύπτει

πιο άµεσα, καθώς δεν έχει χρησιµοποιηθεί το νέο πολυώνυµο f3. Από τη σχέση (4.1)

ϐλέπουµε ότι

h1 − yf2 = (4x− yx2) =⇒ h1 = yf2 + (4x− yx2).

Από τη σχέση (4.2) προκύπτει ότι :

h1 = −f1 + yf2.

Ας δούµε ακόµη ένα παράδειγµα στο οποίο ϕαίνεται ξεκάθαρα το πόσο σηµαντική είναι

η επιλογή των πολυωνύµων µας στη διαδικασία της αναγωγής, όταν µας ενδιαφέρει και η
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εύρεση του γραµµικού συνδυασµού.

Παράδειγµα 4.1.2. Θεωρούµε το ιδεώδες I = 〈f1, f2〉, όπου f1 = x2y − y + x και

f2 = xy2 − x στον δακτύλιο Q[x, y] ως προς τη διάταξη <deglex µε x < y. Θεωρώντας το

πολυώνυµο f = xy4 + 2x3y2 − xy2 + 2x2y − 2x ϑα αποδείξουµε αρχικά ότι f ∈ I και

στη συνέχεια ϑα γράψουµε το f συναρτήσει των f1, f2.
Αρχικά υπολογίζουµε µια ϐάση Gröbner του I. Με τη µεθοδολογία που έχουµε α-

ναπτύξει, εύκολα µπορούµε να δούµε ότι µια ϐάση Gröbner του ιδεώδους είναι το

σύνολο

G = {f1 = x2y−y+x, f2 = xy2−x, f3 = −y2+xy+x2, f4 = x4+xy−2x2, f5 = x3+y−2x}.

Γνωρίζουµε ότι

f ∈ I ⇐⇒ f
G−→+ 0.

Θα υπολογίσουµε το f µόδιο G. Ακολουθώντας τον αλγόριθµο των διαιρέσεων ως

προς τα ϐήµατα από την αρχή, έχουµε και τη Ϲητούµενη του f συναρτήσει των f1, f2.
΄Εχουµε :

f = xy4 + 2x3y2 − xy2 + 2x2y − 2x

f2−→ xy4 + 2x3y2 − xy2 + 2x2y − 2x− xy4

xy2
(xy2 − x) = 2x3y2 + 2x2y − 2x = g1

f1−→ (2x3y2 + 2x2y − 2x)− 2x3y2

x2y
(x2y − y + x) = 2xy2 − 2x = g2 (4.3)

f2−→ (2xy2 − 2x)− 2xy2

xy2
(xy2 − x) = −2x+ 2x = 0. (4.4)

Συνεπώς f ∈ I. Για να εκφράσουµε το πολυώνυµο f συναρτήσει των στοιείων του G
προχωρώντας διαδοχικά από το πρώτο ϐήµα, παρατηρούµε ότι :

f = xy4 + 2x3y2 − xy2 + 2x2y − 2x =

= g1 +
xy4

xy2
(xy2 − x) = g1 + y2f2 =

(4.3)
= (g2 +

2x3y2

x2y
(x2y − y + x)) + y2f2 = g2 + 2xyf1 + y2f2 =

(4.4)
= (

2xy2

xy2
(xy2 − x)) + 2xyf1 + y2f2 = 2f2 + 2xyf1 + y2f2 = 2xyf1 + (y2 + 2)f2.

΄Αρα η Ϲητούµενη σχέση εξάρτησης είναι :

f = 2xyf1 + (y2 + 2)f2.

Ας εκτελέσουµε ξανά την αναγωγή του f κατά µόδιο G µε διαφορετική επιλογή πολυω-
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νύµων. ΄Εχουµε :

f = xy4 + 2x3y2 − xy2 + 2x2y − 2x

f2−→ xy4 + 2x3y2 − xy2 + 2x2y − 2x− xy4

xy2
(xy2 − x) = 2x3y2 + 2x2y − 2x = g1

f5−→ g1 −
2x3y2

x3
(x3 + y − 2x) = −2y3 + 4xy2 + 2x2y − 2x = g3 (4.5)

f3−→ g3 −
−2y3

−y2
(−y2 + xy + x2) = 2xy2 − 2x = g4 (4.6)

f2−→ g4 −
2xy2

xy2
(xy2 − x) = 0 (4.7)

Για τη Ϲητούµενη σχέση εξάρτησης έχουµε :

f = xy4 + 2x3y2 − xy2 + 2x2y − 2x =

= g1 +
xy4

xy2
(xy2 − x) = g1 + y2f2 =

(4.5)
= (g3 +

2x3y2

x3
(x3 + y − 2x)) + y2f2 = g3 + 2y2f5 + y2f2 =

(4.6)
= (g4 +

−2y3

−y2
(−y2 + xy + x2)) + y2f2 + 2y2f5 = g4 + 2yf3 + y2f2 + 2y2f5

(4.7)
=

2xy2

xy2
(xy2 − x) + 2yf3 + y2f2 + 2y2f5 = (y2 + 2)f2 + 2yf3 + 2y2f5

Συµπεραίνουµε ότι :

f = (y2 + 2)f2 + 2yf3 + 2y2f5. (∗)
Η παραπάνω διαδικασία µας εξέφρασε το πολυώνυµό µας συναρτήσει της ϐάσης

Gröbner, όχι όµως των πολυωνύµων που παράγεται το ιδεώδες το οποίο και ϑέλαµε.

Είναι ευνόητο το πόσο σηµαντική είναι η επιλογή των πολυωνύµων κατά τη διαδικασία

της αναγωγής σε περίπτωση που Ϲητάµε και σχέση εξάρτησης. Τα πολυώνυµα τα οποία

ϑα επιλέξουµε για να εκτελέσουµε την αναγωγή είναι και αυτά που ϑα εµφανιστούνε

στη σχέση εξάρτησης.

Για να ολοκληρώσουµε σε αυτό το σηµείο τη διαδικασία, πρέπει να εκφράσουµε όλα

τα πολυώνυµα της σχέσης (∗) συναρτήσει των f1, f2. Αυτό επιτυγχάνεται µε τη χρή-

ση των αντίστοιχων S-πολυωνύµων. Σύµφωνα µε την (∗) µας ενδιαφέρουν πλέον τα

πολυώνυµα f3, f5. Για το f3 παρατηρούµε ότι :

S(f1, f2) =
x2y2

x2y
(x2y − y + x)− x2y2

xy2
(xy2 − x)

= −y2 + yx+ x2 = f3

Παρατηρούµε ότι :

f3 = yf1 − xf2. (∗∗)
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΄Αρα η σχέση (∗) λόγω της (∗∗) γίνεται :

f = (y2 + 2)f2 + 2y(yf1 − xf2) + 2y2f5. (∗′)

Αντίστοιχα για το f5 παρατηρούµε ότι :

S(f1, f4) =
x4y

x2y
(x2y − y + x)− x4y

x4
(x4 + xy − 2x2)

= −xy2 + x2y + x3 = f ′

⇐⇒ f ′ = x2f1 − yf4. (4.8)

Από τη διαδικασία της αναγωγής, παρατηρούµε ότι :

f ′ = −xy2 + x2y + x3

f1−→ (−xy2 + x2y + x3)− x2y

x2y
(x2y − y + x) = −xy2 + x3 + y − x = p1

f2−→ (−xy2 + x3 + y − x)− −xy2

xy2
(xy2 − x) = x3 + y − 2x = f5

΄Αρα

f ′ = p1 + f1 = (f5 − f2) + f1
(4.8)⇐⇒ (f5 − f2) + f1 = x2f1 − yf4

⇐⇒ f5 = (x2 − 1)f1 + f2 − yf4. (4.9)

Η (∗′) λόγω της (4.9) γίνεται : ΄Αρα

f = (y2 + 2)f2 + 2y(yf1 − xf2) + 2y2((x2 − 1)f1 + f2 − yf4)

= 2x2y2f1 + (3y2 + 2− 2xy)f2 − 2y3f4. (4.10)

Μένει να εκφραστεί το πολυώνυµο f4 συναρτήσει των f1, f2 και η διαδικασία ϑα έχει

ολοκληρωθεί. ΄Εχουµε ότι :

S(f1, f3) =
x2y2

x2y
(x2y − y + x)− x2y2

−y2
(−y2 + xy + x2)

= x3y + x4 − y2 + xy = f ′′

⇐⇒ f ′′ = yf1 + x2f3. (4.11)

Από τη διαδικασία της αναγωγής, παρατηρούµε ότι :

f ′′ = x3y + x4 − y2 + xy

f1−→ (x3y + x4 − y2 + xy)− x3y

x2y
(x2y − y + x) = x4 − y2 + 2xy − x2 = p2

f3−→ (x4 − y2 + 2xy − x2)− −y2

−y2
(−y2 + xy + x2) = x4 + xy − 2x2 = f4
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΄Αρα

f ′′ = p2 + xf1 = (f4 + f3) + xf1
(4.11)⇐⇒ (f4 + f3) + xf1 = yf1 + x2f3

⇐⇒ f4 = (−x+ y)f1 + (x2 − 1)f3
(∗∗)⇐⇒ f4 = (−x+ y)f1 + (x2 − 1)(yf1 − xf2)

⇐⇒ f4 = (−x+ x2y)f1 − (x3 − x)f2. (4.12)

Τελικά η σχέση (4.10) λόγω της (4.12) γίνεται : ΄Αρα

f = 2x2y2f1 + (3y2 + 2− 2xy)f2 − 2y3f4

= 2x2y2f1 + (3y2 + 2− 2xy)f2 − 2y3((−x+ x2y)f1 − (x3 − x)f2)

= (2x2y2 + 2xy3 − 2x2y4)f1 + (3y2 + 2− 2xy + 2x3y3 − 2xy3)f2 (4.13)

Ακολουθώντας την πρώτη επιλογής µας (επιλέξαµε αναγωγή µόνο µε τα πολυώνυµα

που µας ενδιέφερε η σχέση εξάρτησης) είδαµε ότι

f = 2xyf1 + (y2 + 2)f2,

κάτι το οποίο προέκυψε πολύ πιο εύκολα από τη δεύτερη προσέγγιση. Ακόµη και

η σχέση εξάρτησης είναι πολύ πιο περίπλοκη στη δεύτερη περίπτωση. Είναι ευνόητο

το πόσο σηµαντική γίνεται έτσι η επιλογή των πολυωνύµων κατά τη διαδικασία της

διαίρεσης µόδιο το σύνολο G.

Παρατήρηση 4.1.3. Από το παραπάνω παράδειγµα συµπεραίνουµε ότι αν ένα πολυώνυµο

f ανήκει σε ένα ιδεώδες I = 〈f1, . . . , fs〉, τότε τα u1, . . . , us ∈ K[x1, . . . , xn] για τα οποία

f = u1f1 + · · ·+ usfs

δεν ορίζονται µονοσήµαντα.

Στο παράδειγµα που ακολουθεί, παρατηρούµε ότι για να απαντήσουµε ϑετικά στο αν

ένα πολυώνυµο ανήκει ή όχι σε ένα ιδεώδες, δεν είναι απαραίτητο να προσδιορίσουµε ϐάση

Gröbner για το ιδεώδες (ϐλέπε επίσης Παρατήρηση 2.3.11).

Παράδειγµα 4.1.4. Θεωρούµε το ιδεώδες

I = 〈xz − y, xy + 2z2, y + z〉 ⊆ Q[x, y, z]

όπου ο δακτύλιός µας είναι εφοδιασµένος µε τη λεξικογραφική διάταξη µε x > y > z.

Θέλουµε να ελέγξουµε αν το πολυώνυµο f = x3z − 2y2 ανήκει στο ιδεώδες I.

Θεωρούµε το σύνολο G1 = {f1 = xz − y, f2 = xy + 2z2, f3 = y + z}. ΄Εχοντας

δεδοµένο (ϐάσει του αλγορίθµου που περιγράψαµε) ότι η ϐάση Gröbner του ιδεώδους

ϑα περιέχει τα f1, f2, f3, µπορούµε να ελέγξουµε αρχικά αν το f
G1−→+ 0. Σε περίπτωση

που το πολυώνυµο f ανάγεται στο 0, έχουµε τελειώσει.
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Βάσει της διάταξης που έχουµε όλα τα πολυώνυµά µας είναι σωστά διατεταγµένα.

Κάνοντας την αναγωγή, έχουµε :

f = x3z − 2y2
f1−→ x3z − 2y2 − x3z

xz
(xz − y) = x2y − 2y2

f2−→ x2y − 2y2 − x2y

xy
(xy + 2z2) = −2xz2 − 2y2

f1−→ −2xz2 − 2y2 − −2xz2

xz
(xz − y) = −2y2 − 2yz = (−2y)(y + z)

f3−→ 0.

Συµπεραίνουµε ότι το πολυώνυµο ανήκει στο ιδεώδες, απαντώντας στην ερώτηση χωρίς

να έχουµε υπολογίσει ϐάση Gröbner του I. ΄Αµεσα µπορούµε να εκφράσουµε το f
συναρτήσει των f1, f2, f3 (όπως περιγράψαµε προηγουµένως).

Να παρατηρήσουµε εδώ, ότι το αρχικό σύνολο G1 δεν είναι ϐάση Gröbner για το

ιδεώδες κάτι που µας πληροφορεί ότι ήδη έχουµε γλιτώσει αρκετούς υπολογισµούς αν

προσπαθούσαµε να απαντήσουµε την αρχική ερώτηση ϐρίσκοντας µια ϐάση Gröbner

για το ιδεώδες. Για τον παραπάνω ισχυρισµό, αρκεί κάποιος να παρατηρήσει ότι :

S(f1, f2) =
xyz

xz
(xz − y)− xyz

xy
(xy + 2z2) = −y2 − 2z3

f3−→ (−y2 − 2z3)− −y2

y
(y + z) = −2z3 + yz

f3−→ (−2z3 + yz)− yz

y
(y + z) = −2z3 − z2 = ϕ.

Το πολυώνυµο ϕ είναι ανάγωγο µόδιο G1 και άρα το σύνολο G1 δεν είναι ϐάση Gröbner

για το ιδεώδες.

4.1.2 Το πρόβληµα της ισότητας δύο ιδεωδών

Βρισκόµαστε στον πολυωνυµικό δακτύλιο S = K[x1, . . . , xn] ο οποίος είναι εφοδιασµένος µε

µια µονωνυµική διάταξη. ΄Εστω τα ιδεώδη I = 〈f1, . . . , fs〉 και J = 〈g1, . . . , gk〉 του S.

Η δεύτερη εφαρµογή που ϑα δούµε είναι να εξετάζουµε αν I = J . Η απάντηση είναι

άµεση µε χρήση της ϑεωρίας των ϐάσεων Gröbner καθώς γνωρίζουµε ότι κάθε ιδεώδες δια-

ϑέτει µοναδική ανάγωγη ϐάση Gröbner, οπότε αρκεί να υπολογίσουµε τις ανάγωγες ϐάσεις

Gröbner των I και J . Αν είναι ταυτόσηµες τότε I = J , σε αντίθετη περίπτωση I 6= J .

Παράδειγµα 4.1.5. Θεωρούµε τα ιδεώδη

I = 〈yx2 − 4x, y2 + x2 − 5〉

και

J = 〈y4 + y2x2 + yx2 − 5y2 − 4x, y4x+ y2x3 + yx3 − 5y2x+ y2 − 3x2 − 5〉



87 Βάσεις Gröbner Α.Θωµά, Χ.Τατάκης

του πολυωνυµικού δακτυλίου Q[x, y], ο οποίος είναι εφοδιασµένος µε τη ϐαθµωτή

λεξικογραφική διάταξη µε y > x. Θέλουµε να εξετάσουµε αν αυτά είναι ίσα. Από

΄Ασκηση 48 γνωρίζουµε ότι το σύνολο

G = {yx2 − 4x, y2 + x2 − 5, x4 + 4xy − 5x2}

είναι η ανάγωγη ϐάση Gröbner και των δύο ιδεωδών ως προς την ϐαθµωτή λεξικογρα-

ϕική διάταξη µε y > x. Συµπεραίνουµε ότι I = J .

Συνδυάζοντας το πρόβληµα της παρούσας ενότητας µε αυτό που είδαµε στην προηγού-

µενη, άµεσο είναι ότι για δύο ιδεώδη µπορούµε να απαντήσουµε µε ποιον τρόπο (και αν)

σχετίζονται µεταξύ τους. Στο παράδειγµα που ακολουθεί αναλύουµε πλήρως το πρόβληµα

αυτό.

Παράδειγµα 4.1.6. Θεωρούµε τα ιδεώδη

I = 〈x2 + z, xy + y2 + z, xz − y3 − 2yz, y4 + 3y2z + z2〉
και

J = 〈x2 + z, xy + y2 + z, x3 − yz〉
στον πολυωνυµικό δακτύλιο Q[x, y, z] ως προς τη µονωνυµική διάταξη <lex µε x > y >
z. Θα χαρακτηρίσουµε αν κάποιο από τα παρακάτω είναι αληθές :

I ⊂ J, J ⊂ I, I = J.

Αρχικά υπολογίζουµε ϐάσεις Gröbner των ιδεωδών I, J . Για να ισχύει για παράδειγµα

I ⊂ J (αντίστοιχα J ⊂ I) ϑα πρέπει για οποιοδήποτε πολυώνυµο f ∈ I να ισχύει ότι

f
G−→+ 0, όπου G µια ϐάση Gröbner του J . Τέλος, για να ισχύει I = J ϑα πρέπει η

ανάγωγη ϐάση Gröbner του I να ταυτίζεται µε την αντίστοιχη του J .

Υπολογίζουµε µια ϐάση Gröbner του I: ΄Εστω το σύνολο

G = {f1 = x2 + z, f2 = xy + y2 + z, f3 = xz − y3 − 2yz, f4 = y4 + 3y2z + z2}.
Υπολογίζοντας τα S- πολυώνυµα των πολυωνύµων αυτών, παρατηρούµε ότι

S(fi, fj)
G−→+ 0, ∀i 6= j, i, j = 1, . . . , 4.

Από τον αλγόριθµο υπολογισµού ϐάσης Gröbner, έπεται ότι το G είναι µια ϐάση

Gröbner του I. Παρατηρώντας το ιδεώδες J = 〈g1 = x2 + z, g2 = xy + y2 + z, g3 =
x3 − yz〉 είναι προφανές ότι g1, g2 ∈ I. Μένει να εξετάσουµε αν το g3 ∈ I. Κάτι τέτοιο

ϑα ισχύει αν και µόνον αν

g3
G−→+ 0.

΄Εχουµε :

g3 = x3 − yz

f1−→ (x3 − yz)− x3

x2
(x2 + z) = −xz − yz

f3−→ (−xz − yz)− −xz

xz
(xz − y3 − 2yz) = −y3 − 3yz = g
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Παρατηρούµε ότι το g είναι ανάγωγο µόδιο G καθώς δεν υπάρχει αρχικός όρος πολυω-

νύµου του G ο οποίος να διαιρεί όρο του πολυωνύµου g και συνεπώς g3 /∈ I. ΄Επεται

ότι J * I και προφανώς I 6= J .

Μένει να εξετάσουµε αν I ⊂ J . ΄Οπως και προηγουµένως, υπολογίζουµε µια ϐάση

Gröbner του J . Θεωρούµε το σύνολο

G′ = {g1 = x2 + z, g2 = xy + y2 + z, g3 = x3 − yz}.

Υπολογίζοντας τα S-πολυώνυµα, έχουµε ότι :

S(g1, g2) =
x2y

x2
(x2 + z)− x2y

xy
(xy + y2 + z) = −xy2 − xz + yz

g2−→ (−xy2 − xz + yz)− −xy2

xy
(xy + y2 + z) = −xz + y3 + 2yz = g4 = −f3.

Το g4 παρατηρούµε ότι είναι ανάγωγο µόδιο G′ και άρα προστίθεται στη Ϲητούµενη

ϐάση Gröbner του ιδεώδους. Συνεχίζουµε στον υπολογισµό των S- πολυωνύµων:

S(g1, g4) =
x2z

x2
(x2 + z)− x2z

−xz
(−xz + y3 + 2yz) = xy3 + 2xyz + z2

g2−→ xy3 + 2xyz + z2 − xy3

xy
(xy + y2 + z) = 2xyz − y4 − y2z + z2

g2−→ 2xyz − y4 − y2z + z2 − 2xyz

xy
(xy + y2 + z) = −y4 − 3y2z − z2 = g5 = −f4.

Το g5 παρατηρούµε ότι είναι ανάγωγο µόδιο G′ και άρα προστίθεται στη Ϲητούµενη

ϐάση Gröbner του ιδεώδους. Συνεπώς µέχρι τώρα τα στοιχεία της ϐάσης Gröbner του

J είναι :

GJ = {g1 = x2+z, g2 = xy+y2+z, g3 = x3−yz, g4 == −xz+y3+2yz, g5 = −y4−3y2z−z2}.

Σε αυτό το σηµείο παρατηρούµε ότι όλα τα στοιχεία του I ανήκουν στο σύνολο GJ και

προφανώς

fi
GJ−→+ 0, ∀i = 1, . . . , 4 =⇒ I ⊂ J.

∆ε χρειάζεται να ολοκληρώσουµε τη διαδικασία υπολογισµού ϐάσης Gröbner του J ,

καθώς έχουµε ήδη το Ϲητούµενο. Σε αντίθετη περίπτωση ϑα έπρεπε να υπολογίσουµε

πλήρως τη ϐάση Gröbner (G′) του ιδεώδους και να εξετάζαµε αν τα πολυώνυµα του I
ήταν µηδενικά µόδιο G′. Τέλος, να παρατηρήσουµε ότι σε περίπτωση που ϑα ϑέλαµε

να αποδείξουµε ότι I = J , ϑα έπρεπε εξ αρχής να υπολογίσουµε τις ανάγωγες ϐάσεις

των I, J και οι οποίες ϑα έπρεπε να ταυτίζονται.
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4.1.3 Το πρόβληµα µελέτης του K-διανυσµατικού χώρου K[x1, . . . , xn]/I

Στην ενότητα αυτή ϑα δούµε εφαρµογές της ϑεωρίας των ϐάσεων Gröbner στον K-διανυσµατικό

χώρο K[x1, . . . , xn]/I. Ας ϑυµηθούµε από τη ϑεωρία δακτυλίων τον ορισµό των δακτυλίων

πηλίκο.

Ορισµός 4.1.7. Θεωρούµε δακτύλιο R = (R,+, ·) και έστω I ιδεώδες αυτού. Ο δακτύλιος

R/I εφοδιασµένος µε τις πράξεις :

+ : R/I × R/I −→ R/I, (r + I)1 + (s+ I) −→ (r + s) + I

και

· : R/I ×R/I −→ R/I, (r + I) · (s+ I) −→ (r · s) + I

καλείται δακτύλιος πηλίκο του δακτυλίου R ως προς το ιδεώδες I. Το µηδενικό στοιχείο του

δακτυλίου R/I ορίζεται ως 0R/I = 0R + I, ενώ το µοναδιαίο ως 1R/I = 1R + I.

Για παράδειγµα ο δακτύλιος πηλίκο Z/nZ ∼= Zn εφοδιασµένος µε τις συνήθεις πράξεις

της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού όπως τις εφοδιάζεται από τον δακτύλιο Z. Τα

στοιχεία αυτού είναι :

Z/nZ = {0 + nZ, 1 + nZ, . . . , (n− 1) + nZ}.

Το µηδενικό στοιχείο αυτού είναι η πλευρική κλάση 0 + nZ καθώς

(0 + nZ) + (x+ nZ) = (0 + x) + nZ = x+ nZ, ∀x+ nZ ∈ Z/nZ,

ενώ το µοναδιαίο είναι το στοιχείο 1 + nZ καθώς

(1 + nZ) · (x+ nZ) = (1 · x) + nZ = x+ nZ, ∀x+ nZ ∈ Z/nZ.

Θυµίζουµε για δύο στοιχεία του δακτυλίου πηλίκο r1 + I, r2 + I ∈ R/I:

r1 + I = r2 + I ⇐⇒ r1 − r2 ∈ I.

Για παράδειγµα στον δακτύλιο πηλίκο Z/5Z τα στοιχεία 2+5Z = 7+5Z καθώς 7−2 = 5 ∈ 5Z.

Μεταφερόµαστε στους δακτύλιους πολυωνύµων. Θεωρούµε R = K[x1, . . . , xn] και έστω

I ένα ιδεώδες αυτού. Στην προσπάθειά µας να περιγράψουµε πλήρως τον δακτύλιο πηλί-

κο R/I, ϑα προσπαθήσουµε αρχικά να προσδιορίσουµε αντιπροσώπους για τις πλευρικές

κλάσεις f + I στον K[x1, . . . , xn]/I, έναν για κάθε µία από αυτές. Το πρόβληµα αυτό ε-

πιλύεται µε τη ϐοήθεια των ϐάσεων Gröbner. Γνωρίζουµε ότι το υπόλοιπο της διαίρεσης

κάθε f ∈ K[x1, . . . , xn] µε µια ϐάση Gröbner G του I είναι µοναδικό. Ας συµβολίσουµε το

υπόλοιπο αυτό µε NG(f). ΄Εχουµε το παρακάτω ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 4.1.8. Θεωρούµε τα πολυώνυµα f, g ∈ K[x1, . . . , xn]. Τότε

f + I = g + I ⇐⇒ NG(f) = NG(g).

1Θυµίζουµε ότι τα στοιχεία (r + I) = {r+ α ∈ R, α ∈ I, r ∈ R} αποτελούν τις αριστερές πλευρικές κλάσεις

της προσθετικής οµάδας R/I. Καθώς η οµάδα µας είναι αβελιανή (εξ ορισµού του δακτυλίου), έχουµε ότι οι

αριστερές και οι δεξιές πλευρικές κλάσεις ταυτίζονται.
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Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι f + I = g + I ⇐⇒ g − f ∈ I. ΄Εχουµε ότι f − NG(f) ∈ I και

g−NG(g) ∈ I, αφού NG(f) και NG(g) είναι τα υπόλοιπα των διαιρέσεων των f, g µε την ϐάση

Gröbner G αντιστοίχως. ΄Αρα

(g −NG(g))− (f −NG(f)) ∈ I
g−f∈I
=⇒ NG(f)−NG(g) ∈ I.

Καθώς NG(f) και NG(g) είναι ανάγωγα µόδιο G, έχουµε ότι και το NG(f) − NG(g) είναι

ανάγωγο µόδιο G. ΄Οµως NG(f)−NG(g) ∈ I και το µόνο ανάγωγο στοιχείο του I είναι το 0,

οπότε NG(f) = NG(g).

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι NG(f) = NG(g). Καθώς f
G−→+ NG(f) και g

G−→+ NG(g),
έχουµε, από τον αλγόριθµο της διαίρεσης, ότι f −NG(f) ∈ I και g−NG(g) ∈ I. Αφαιρώντας

τις δύο τελευταίες σχέσεις και χρησιµοποιώντας τη σχέση NG(f) = NG(g), παίρνουµε ότι

f − g ∈ I και εποµένως f + I = g + I.

Από το παραπάνω ϑεώρηµα συµπεραίνουµε αµέσως ότι το σύνολο

{NG(f) + I | f ∈ K[x1, . . . , xn]}

είναι ένα σύνολο αντιπροσώπων των πλευρικών κλάσεων του δακτυλίου K[x1, . . . , xn]/I.

Παράδειγµα 4.1.9. Ας επανέλθουµε στο Παράδειγµα 4.1.1, όπου

I = 〈yx2 − 4x, y2 + x2 − 5〉

ένα ιδεώδες στον Q[x, y], ο οποίος είναι εφοδιασµένος µε την ϐαθµωτή λεξικογραφική

διάταξη µε y > x. Είδαµε ότι το σύνολο

G = {yx2 − 4x, y2 + x2 − 5, x4 + 4yx− 5x2}

είναι η ανάγωγη ϐάση Gröbner του I. Θεωρούµε τον δακτύλιο πηλίκο Q[x, y]/I και

έστω τα στοιχεία (yx2 + y2) + I, (y2 + 4x) + I ∈ Q[x, y]/I. Παρατηρούµε ότι

(yx2 + y2) + I = (y2 + 4x) + I

καθώς NG(yx
2 + y2) = −x2 + 4x+ 5 = NG(y

2 + 4x).

΄Εχοντας προσδιορίσει τη µορφή των στοιχείων του δακτυλίου πηλίκο K[x1, . . . , xn]/I,

µπορούµε να περάσουµε στον προσδιορισµό µιας ϐάσης αυτού. Το πρόβληµα αυτό µας το

επιλύει το παρακάτω ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 4.1.10. Θεωρούµε τον K-διανυσµατικό χώρο K[x1, . . . , xn]/I. Το σύνολο

B = {xα + I | xα /∈ in<(I)}

αποτελεί ϐάση αυτού.

Απόδειξη. ΄Εστω I ιδεώδες του K[x1, . . . , xn], ο οποίος είναι εφοδιασµένος µε µια µονωνυµική

διάταξη <. Ας είναι και G = {g1, . . . , gt} µια ϐάση Gröbner του I. Θα δείξουµε ότι το σύνολο
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B παράγει τον K-διανυσµατικό χώρο K[x1, . . . , xn]/I και επιπροσθέτως ότι το σύνολο των

στοιχείων του είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

΄Εστω f + I ένα στοιχείο του K-διανυσµατικού χώρου K[x1, . . . , xn]/I. Γνωρίζουµε ότι

f + I = NG(f) + I, όπου NG(f) είναι ανάγωγο µόδιο G. ΄Αρα το πολυώνυµο NG(f) είναι

γραµµικός συνδυασµός κάποιων µονωνύµων και κανένα από αυτά δεν διαιρείται από κάποιο

lm(gi), δηλαδή τα µονώνυµα αυτά δεν ανήκουν στο ιδεώδες in<(I). ΄Ετσι

NG(f) = λ1µ1 + · · ·+ λsµs, όπου µi + I ∈ B.

Συνεπώς

f + I = NG(f) + I = (λ1µ1 + · · ·+ λsµs) + I = λ1(µ1 + I) + · · ·+ λs(µs + I)

και εποµένως το B παράγει τον K-διανυσµατικό χώρο K[x1, . . . , xn]/I.

΄Εστω ότι

λ1(µ1 + I) + · · ·+ λs(µs + I) = 0 + I

είναι µια σχέση γραµµικής εξάρτησης µεταξύ στοιχείων του B. Τότε το πολυώνυµο λ1µ1 +
· · · + λsµs ανήκει στο I και είναι ανάγωγο µόδιο G, οπότε είναι αναγκαστικά το µηδενικό

πολυώνυµο και εποµένως λ1 = λ2 = . . . = λs = 0. Συνεπώς το σύνολο των στοιχείων του B

είναι και γραµµικά ανεξάρτητο, πράγµα που σηµαίνει ότι αποτελεί ϐάση του διανυσµατικού

χώρου K[x1, . . . , xn]/I.

Παράδειγµα 4.1.11. Επανερχόµαστε στο προηγούµενο παράδειγµα και έστω το ιδεώ-

δες I = 〈f1 = yx2−4x, f2 = y2+x2−5〉 του πολυωνυµικού δακτυλίου Q[x, y] ο οποίος

είναι εφοδιασµένος µε την ϐαθµωτή λεξικογραφική διάταξη µε y > x. Σύµφωνα µε

τον ορισµό της ϐάσης Gröbner για να υπολογίσουµε το αρχικό ιδεώδες του I, πρέπει

αρχικά να υπολογίσουµε µια ϐάση Gröbner αυτού. Καθώς

G = {yx2 − 4x, y2 + x2 − 5, x4 + 4xy − 5x2}

είναι ϐάση Gröbner του I, έχουµε ότι

in<(I) = 〈yx2, y2, x4〉.

Παρατηρούµε ότι τα µονώνυµα τα οποία δεν ανήκουν στο in<(I) είναι τα

{1, x, x2, x3, y, xy}. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 4.1.10 έχουµε ότι το σύνολο

{1 + I, x+ I, x2 + I, x3 + I, y + I, xy + I}

αποτελεί ϐάση για τον Q-διανυσµατικό χώρο Q[x, y]/I και εποµένως

dimQ

(

Q[x, y]/I
)

= 6.
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Πίνακας πολλαπλασιασµού δακτύλιου πηλίκου

Με χρήση του Θεωρήµατος 4.1.10, είναι εύκολο να περιγράψουµε τον πίνακα πολλαπλασια-

σµού ενός δακτυλίου πηλίκο. Κάνοντας πράξεις µόνο στους αντιπροσώπους των πλευρικών

κλάσεων (στοιχείων) του πηλίκο-δακτυλίου, ανάγουµε το κάθε αποτέλεσµα στο υπόλοιπο αυ-

τού µόδιο τη ϐάση Gröbner του ιδεώδους που έχουµε υπολογίσει. Περιγράφουµε αναλυτικά

τη διαδικασία στο παράδειγµα που ακολουθεί.

Παράδειγµα 4.1.12. Σε συνέχεια του προηγούµενου παραδείγµατος (Παράδειγµα

4.1.11), είδαµε ότι το σύνολο

{1 + I, x+ I, x2 + I, x3 + I, y + I, xy + I}

αποτελεί ϐάση για τον Q-διανυσµατικό χώρο Q[x, y]/I , όπου I = 〈f1 = yx2− 4x, f2 =
y2+x2− 5〉 ιδεώδες του πολυωνυµικού δακτυλίου Q[x, y] ο οποίος είναι εφοδιασµένος

µε την ϐαθµωτή λεξικογραφική διάταξη µε y > x. Θυµίζουµε ότι

G = {f1 = yx2 − 4x, f2 = y2 + x2 − 5, f3 = x4 + 4xy − 5x2}

είναι ϐάση Gröbner του I. Ακολουθεί ο πίνακας πολλαπλασιασµού των στοιχείων της

ϐάσης του δακτυλίου πηλίκο.

Πίνακας πολλαπλασιασµού του Q[x, y]/I
(Q[x, y]/I , ·) 1 + I x+ I x2 + I x3 + I y + I xy + I

1 + I 1 + I x+ I x2 + I x3 + I y + I xy + I
x+ I x+ I x2 + I x3 + I x4 + I xy + I x2y + I
x2 + I x2 + I x3 + I x4 + I x5 + I x2y + I x3y + I
x3 + I x3 + I x4 + I x5 + I x6 + I x3y + I x4y + I
y + I y + I xy + I x2y + I x3y + I y2 + I xy2 + I
xy + I xy + I x2y + I x3y + I x4y + I xy2 + I x2y2 + I

Στον παραπάνω πίνακα, οι πλευρικές κλάσεις που έχουν σηµειωθεί µε κόκκινο χρώµα,

δε µπορεί να αποτελούν το τελικό αποτέλεσµα του γινοµένου, καθώς οι αντιπρόσωποι

αυτών περιέχουν µονώνυµα τα οποία ανήκουν στο αρχικό ιδεώδες

in<(I) = 〈yx2, y2, x4〉.

Θυµίζουµε ότι για να λάβουµε ϐάση του διανυσµατικού χώρου του δακτυλίου πηλίκο,

πήραµε τις πλευρικές κλάσεις των οποίων οι αντιπρόσωποι είναι µονώνυµα που δεν

ανήκουν στο αρχικό ιδεώδες του I. Αυτό που έχουµε να κάνουµε σε κάθε τέτοιο

στοιχείο, είναι να το ανάγουµε µόδιο την ϐάση Gröbner G του ιδεώδους.

Για παράδειγµα ϑα υπολογίσουµε τον αντιπρόσωπο της πλευρικής κλάσης x3y + I
µόδιο το σύνολο G. ΄Εχουµε :

x3y
f1−→ (x3y)− x3y

yx2
(yx2 − 4x) = x3y − x3y + 4x2 = 4x2
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Το πολυώνυµο που έχει προκύψει είναι ανάγωγο µόδιο G. Συµπεραίνουµε ότι :

x3y ≡ 4x2 mod G −→ x3y + I = 4x2 + I.

Προφανώς, το ίδιο ϑα κάναµε για κάθε πλευρική κλάση του δακτυλίου πηλίκο, µε

οποιονδήποτε αντιπρόσωπο-πολυώνυµο ϑέλαµε να υπολογίσουµε.

4.1.4 Το πρόβληµα προσδιορισµού της τοµής δύο ιδεωδέων

Βρισκόµαστε στον πολυωνυµικό δακτύλιο K[x1, . . . , xn] και έστω I, J ιδεώδη αυτού. Στη

περίπτωση των µονωνυµικών ιδεωδών, στο προηγούµενο κεφάλαιο περιγράψαµε πλήρως τη

µεθοδολογία εύρεσης της τοµής αυτών. Σε αυτή την ενότητα ϑα περιγράψουµε την τοµή δύο

ιδεωδών στη γενική περίπτωση. Απάντηση και σε αυτό το αλγεβρικό πρόβληµα µας δίνουν οι

ϐάσεις Gröbner.

Στο συγκεκριµένο πρόβληµα, καθοριστικό ϱόλο διαδραµατίζει η διάταξη απαλοιφής που

είχαµε δει στο Κεφάλαιο 2. Από τον Ορισµό 2.2.16 έστω ότι ϐρισκόµαστε στον πολυωνυµικό

δακτύλιο R = K[x1, . . . , xn, y1, . . . , ym] υπεράνω δύο συνόλων µεταβλητών {x1, . . . , xn} και

{y1, . . . , ym}, όπου το πρώτο σύνολο µεταβλητών είναι εφοδιασµένο µε τη µονωνυµική διάταξη

<x και το δεύτερο µε τη µονωνυµική διάταξη <y. Θεωρούµε τα µονώνυµα xα1 ,xα2 στις

µεταβλητές xi, i = 1, . . . , n και έστω τα µονώνυµα yβ1,yβ2 στις µεταβλητές yj, j = 1, . . . , m.

Ορίσαµε ως διάταξη απαλοιφής ≺ στον πολυωνυµικό δακτύλιο R µε τις µεταβλητές xi

µεγαλύτερες των yj ως εξής :

xα1yβ1 ≺ xα2yβ2
είτε⇐⇒ xα1 <x xα2

είτε⇐⇒ xα1 = xα2 και yβ1 <y y
β2

Να παρατηρήσουµε ότι άµεσα από τον ορισµό προκύπτει ότι οποιοδήποτε µονώνυµο αυ-

στηρά µόνο στις y µεταβλητές είναι µικρότερο απο οποιοδήποτε µονώνυµο που έχει τουλάχι-

στον µία x-µεταβλητή µε ϑετικό εκθέτη. Σύµφωνα µε την παραπάνω διάταξη αποδεικνύουµε

το ϑεώρηµα που ακολουθεί.

Θεώρηµα 4.1.13. ΄Εστω I ένα µη µηδενικό ιδεώδες του K[x1, . . . , xn, y1, . . . , ym] και <
µια διάταξη απαλοιφής µε τις x-µεταβλητές µεγαλύτερες απο τις y-µεταβλητές. Αν G =
{g1, . . . , gt} είναι ϐάση Gröbner του I, τότε G ∩ K[y1, . . . , ym] είναι ϐάση Gröbner του ιδε-

ώδους I ∩K[y1, . . . , ym].

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι G ∩ K[y1, . . . , ym] ⊆ I ∩ K[y1, . . . , ym] καθώς G ⊆ I. ΄Εστω

0 6= f(y1, . . . , ym) ∈ I ∩ K[y1, . . . , ym], οπότε lm(f) ∈ K[y1, . . . , ym]. Καθώς G είναι ϐάση

Gröbner του I, υπάρχει gi ∈ G τέτοιο ώστε lm(gi) | lm(f). ΄Αρα lm(gi) ∈ K[y1, . . . , ym].
Καθώς ο αρχικός όρος του gi διαθέτει µόνον y-µεταβλητές, κάθε όρος του gi έχει µόνο y-

µεταβλητές αφού η διάταξή µας είναι διάταξη απαλοιφής µε τις x-µεταβλητές µεγαλύτερες

από τις y-µεταβλητές. ΄Αρα gi ∈ K[y1, . . . , ym], δηλαδή gi ∈ G ∩K[y1, . . . , ym]. ΄Ετσι για κάθε

0 6= f ∈ I∩K[y1, . . . , ym] υπάρχει gi ∈ G∩K[y1, . . . , ym], ούτως ώστε lm(gi) | lm(f). Συνεπώς

G ∩K[y1, . . . , ym] είναι ϐάση Gröbner του ιδεώδους I ∩K[y1, . . . , ym].
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Το παραπάνω ϑεώρηµα µας είναι χρήσιµο στο να περιγράψουµε την τοµή δύο ιδεωδών.

Θεώρηµα 4.1.14. ΄Εστω I, J ιδεώδη του K[x1, . . . , xn] και w µια νέα µεταβλητή. Τότε

I ∩ J = (wI + (1− w)J) ∩K[x1, . . . , xn].

Απόδειξη. ΄Εχουµε (wI+(1−w)J) = 〈wf1, . . . , wfs, (1−w)g1, . . . , (1−w)gt〉 είναι ιδεώδες του

K[w, x1, . . . , xn], όπου f1, . . . , fs είναι οι γεννήτορες του I και g1, . . . , gt είναι οι γεννήτορες

του J . ΄Εστω f ∈ I ∩ J , τότε f ∈ K[x1, . . . , xn] και f = wf + (1 − w)f ∈ (wI + (1 − w)J).
΄Αρα f ∈ (wI + (1− w)J) ∩K[x1, . . . , xn].

΄Εστω f ∈ (wI + (1− w)J) ∩K[x1, . . . , xn], τότε έχουµε

f(x1, . . . , xn) =

s
∑

i=1

wfi(x1, . . . , xn)hi(w, x1, . . . , xn)+

t
∑

j=1

(1−w)gi(x1, . . . , xn)pi(w, x1, . . . , xn).

Θέτοντας w = 1 στην προηγούµενη ταυτότητα παίρνουµε

f(x1, . . . , xn) =
s
∑

i=1

fi(x1, . . . , xn)hi(1, x1, . . . , xn),

δηλαδή f ∈ I. Θέτοντας w = 0 παίρνουµε

f(x1, . . . , xn) =

t
∑

j=1

gi(x1, . . . , xn)pi(0, x1, . . . , xn),

δηλαδή f ∈ J . Συνεπώς f ∈ I ∩ J .

Για να γίνει κατανοητή η χρήση του ϑεωρήµατος, ας δούµε κάποια παραδείγµατα.

Παράδειγµα 4.1.15. Θεωρούµε τα ιδεώδη

I = 〈x− 1, y〉, J = 〈x+ 2, y〉 ⊆ Q[x, y],

και έστω ότι η διάταξή µας είναι η <lex µε x > y. Θα υπολογίσουµε το ιδεώδες I ∩ J.
Η µεθοδολογία στη περίπτωση υπολογισµού της τοµής ιδεωδών που ακολουθούµε

είναι αυτή που περιγράφηκε στο προηγούµενο ϑεώρηµα. Αρχικά ϑεωρούµε το ιδεώδες

L = 〈wI, (1 − w)J〉. Υπολογίζουµε µια ϐάση Gröbner του L (µε διάταξη απαλοιφής

<lex µε w > x > y) και στη συνέχεια, κρατάµε µόνο τους όρους της ϐάσης Gröbner, οι

οποίοι δεν περιέχουν τη µεταβλητή w. Οι όροι που µένουν είναι το Ϲητούµενο I ∩ J .

΄Εστω το ιδεώδες

L = 〈w(x− 1), wy, (1− w)(x+ 2), (1− w)y〉 ⊆ Q[w, x, y].

Υπολογίζουµε µια ϐάση Gröbner του L ως προς διάταξη απαλοιφής <lex µε w > x > y.

Θεωρούµε το σύνολο

G1 = {f1 = wx− w, f2 = wy, f3 = −wx− 2w + x+ 2, f4 = −wy + y}.
Υπολογίζοντας τα S-πολυώνυµα, έχουµε ότι :
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◦ S(f1, f2) =
wxy
wx

(wx− w)− wxy
wy

(wy) = −wy
f2−→+ 0.

◦ S(f1, f3) =
wx
wx

(wx− w)− wx
−wx

(−wx− 2w + x+ 2) = −3w + x+ 2 = f5.

Το f5 παρατηρούµε ότι είναι ανάγωγο µόδιο G1 και άρα προστίθεται στη Ϲητούµενη

ϐάση Gröbner του ιδεώδους. Συνεπώς το νέο σύνολο G2 γίνεται :

G2 = {f1, f2, f3, f4, f5 = −3w + x+ 2}.

Συνεχίζουµε τη διαδικασία υπολογισµού των S-πολυωνύµων:

◦ S(f1, f4) =
wxy
wx

(wx− w)− wxy
−wy

(−wy − y) = −yw − xy
f2−→ −xy = f6.

Το f6 παρατηρούµε ότι είναι ανάγωγο µόδιο G2 και άρα προστίθεται στη Ϲητούµενη

ϐάση Gröbner του ιδεώδους. Συνεπώς το νέο σύνολο G3 γίνεται :

G3 = {f1, f2, f3, f4, f5 = −3w + x+ 2, f6 = −xy}.

Επίσης,

◦ S(f1, f5) =
wx
wx

(wx−w)− wx
−3w

(−3w+x+2) = −w+ 1
3
x2+ 2

3
x

f5−→ 1
3
x2+ 1

3
x− 2

3
= f7

Το f7 παρατηρούµε ότι είναι ανάγωγο µόδιο G3 και άρα προστίθεται στη Ϲητούµενη

ϐάση Gröbner του ιδεώδους. Συνεπώς το νέο σύνολο G4 γίνεται :

G4 = {f1, f2, f3, f4, f5 = −3w + x+ 2, f6 = −xy, f7 =
1

3
x2 +

1

3
x− 2

3
}.

Συνεχίζοντας µε αυτόν τον τρόπο, παρατηρούµε ότι S(f1, f6),S(f1, f7)
G4−→+ 0. Οµοίως :

◦ S(f2, f3) =
wxy
wy

(wy)− wxy
−wx

(−wx− 2w + x+ 2) = −2wy + xy + 2y
f2,f6−→+ 2y = f8

Το f8 παρατηρούµε ότι είναι ανάγωγο µόδιο G4 και άρα προστίθεται στη Ϲητούµενη

ϐάση Gröbner του ιδεώδους και έτσι προκύπτει το σύνολο

G5 = {f1, f2, f3, f4, f5 = −3w + x+ 2, f6 = −xy, f7 =
1

3
x2 +

1

3
x− 2

3
, f8 = 2y}.

Από εδώ και στο εξής, µε συνεχείς υπολογισµούς, εύκολα παρατηρούµε ότι όλα τα

υπόλοιπα S-πολυώνυµα ανάγονται στο µηδέν G5. Συνεπώς η Ϲητούµενη ϐάση Gröbner

του L είναι :

G5 = {wx−w,wy,−wx− 2w+ x+2,−wy+ y,−3w+ x+2,−xy,
1

3
x2 +

1

3
x− 2

3
, 2y}.

Απαλείφοντας τους όρους που περιέχουν w, µια ϐάση Gröbner για την τοµή είναι :

I ∩ J = 〈−xy,
1

3
x2 +

1

3
x− 2

3
, 2y〉.
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Παράδειγµα 4.1.16. ΄Εστω I = 〈x2 + y2 − 1, xy − 1〉 και J = 〈x3 − xy2〉 δύο ιδεώδη

στον δακτύλιο Q[x, y], ο οποίος είναι εφοδιασµένος µε την λεξικογραφική διάταξη µε

w > x > y που είναι διάταξη απαλοιφής. Θα υπολογίσουµε το I ∩ J . Θεωρούµε το

ιδεώδες

L = 〈w(x2 + y2 − 1), w(xy − 1), (1− w)(x3 − xy2)〉
του δακτυλίου Q[w, x, y]. Μια ϐάση Gröbner του L είναι η G = {w − 2

3
x3y3 + 1

3
x3y +

2
3
xy5 − 1

3
xy3, x3y4 − x3y2 + x3 − xy6 + xy4 − xy2, x4 + x3y3 − x3y − x2y2 − xy5 + xy3}

και εποµένως µια ϐάση Gröbner του I ∩ J είναι η

{x3y4 − x3y2 + x3 − xy6 + xy4 − xy2, x4 + x3y3 − x3y − x2y2 − xy5 + xy3}.

Εύρεση ελάχιστου κοινού πολλαπλάσιου και µέγιστου κοινού διαιρέτη δύο πολυω-

νύµων

Μια απλή εφαρµογή του υπολογισµού της τοµής δύο ιδεωδών είναι η εύρεση του ελάχιστου

κοινού πολλαπλάσιου δύο πολυωνύµων. ΄Εχουµε το ακόλουθο λήµµα:

Λήµµα 4.1.17. Θεωρούµε τα µη µηδενικά πολυώνυµα f, g ∈ K[x1, . . . , xn]. Ισχύει :

〈f〉 ∩ 〈g〉 = 〈λ〉, όπου λ = ε.κ.π.(f, g).

Απόδειξη. ΄Εστω w ∈ 〈f〉 ∩ 〈g〉. Συνεπώς w = αf = βg όπου α, β ∈ K[x1, . . . , xn]. Τότε όµως

τα f, g διαιρούν το πολυώνυµο w και συνεπώς και κάθε πολλαπλάσιο αυτών διαιρεί το w άρα

και το λ = ε.κ.π.(f, g). ΄Αρα w = µλ και άρα w ∈ 〈λ〉. Το αντίστροφο είναι προφανές από

τον ορισµό του ε.κ.π. δύο πολυωνύµων.

Σύµφωνα µε το παραπάνω λήµµα, το πρόβληµα εύρεσης του ε.κ.π. δύο πολυωνύµων,

είναι ισοδύναµο µε την εύρεση της τοµής των αντίστοιχων κύριων ιδεωδών, όπως µπορούµε

να δούµε πιο αναλυτικά στο παράδειγµα που ακολουθεί.

Παράδειγµα 4.1.18. Θέλουµε να υπολογίσουµε το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο για

τα πολυώνυµα

f = x2y2 − y2 + x2 − 1 και g = xy2 − y2 − x+ 1 ∈ Q[x, y].

Σύµφωνα µε το προηγούµενο λήµµα, αρκεί να υπολογίσουµε τη τοµή των ιδεωδών

〈f〉 ∩ 〈g〉. Υπολογίζουµε ϐάση Gröbner για το ιδεώδες I = 〈wf, (1 − w)g〉 ϑεωρώντας

διάταξη όρων απαλοιφής µε διάταξη τη λεξικογραφική µε w > x > y. ΄Εχουµε ϐάση

Gröbner:

G = {x2y4−x2−y4+1,−wxy2+wx+wy2−w−x−y2+1, 2wx2−2w+x2y2−x2−y2+1},

όπου για να πάρουµε την τοµή κάνουµε απαλοιφή των όρων που περιέχουν τη µετα-

ϐλητή w και έτσι έχουµε ότι :

ε.κ.π.(f, g) = x2y4 − x2 − y4 + 1.



97 Βάσεις Gröbner Α.Θωµά, Χ.Τατάκης

Κάνοντας χρήση του παρακάτω τύπου, έχοντας υπολογίσει το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο

δύο πολυωνύµων, µπορούµε να υπολογίσουµε και τον µέγιστο κοινό διαιρέτη τους.

Λήµµα 4.1.19. Θεωρούµε τα µη µηδενικά πολυώνυµα f, g ∈ K[x1, . . . , xn]. Ισχύει :

µ.κ.δ.(f, g) =
f · g

ε.κ.π.(f, g)

Παράδειγµα 4.1.20. Συνεχίζοντας το ίδιο παράδειγµα, έχουµε ότι :

µ.κ.δ.(f, g) =
f · g

ε.κ.π.(f, g)
=

(x2y2 − y2 + x2 − 1)(xy2 − y2 − x+ 1)

x2y4 − x2 − y4 + 1
= x− 1.

Το πρόβληµα προσδιορισµού του πηλίκου δύο ιδεωδών

Είδαµε στο τρίτο κεφάλαιο µε ποιο τρόπο µπορούµε να υπολογισούµε το πηλίκο 2 δύο

ιδεωδών όταν αυτά είναι µονωνυµικά, ϐλέπε Πρόταση 3.1.7. Και στη περίπτωση των πολυω-

νυµικών ιδεωδών, το σκεπτικό είναι ακριβώς το ίδιο όπου την απάντηση µας τη δίνει η τοµή

δύο ιδεωδών. ΄Εχουµε το ακόλουθο λήµµα:

Λήµµα 4.1.21. Θεωρούµε I, J ιδεώδη του πολυωνυµικού δακτυλίου K[x1, . . . , xn], όπου J =
〈f1, . . . , fs〉. Τότε ισχύει ότι

I : J =

s
⋂

i=1

I : 〈fi〉, (∗)

όπου

I : 〈fi〉 =
1

fi
(I ∩ 〈fi〉). (∗∗)

Απόδειξη. ΄Αµεσα από τον ορισµό του πηλίκου δύο ιδεωδών.

Ας δούµε ένα παράδειγµα-εφαρµογή του παραπάνω λήµµατος :

Παράδειγµα 4.1.22. Θεωρούµε τα ιδεώδη:

I = 〈x2, x+ y〉, J = 〈x(x+ y)2, y〉 ⊆ K[x, y].

Θα υπολογίσουµε το ιδεώδες J : I. Από το προηγούµενο Λήµµα έπεται ότι :

J : I =
2
⋂

i=1

J : 〈fi〉 = (J : 〈f1〉) ∩ (J : 〈f2〉), f1 = x2, f2 = x+ y.

΄Αρα :

◦ J : 〈f1〉 =
1

f1
(J∩〈f1〉). Για την αντίστοιχη τοµή, υπολογίζουµε µια ϐάση Gröbner

2Θυµίζουµε ότι αν I, J ιδεώδη ενός δακτυλίου R, τότε ορίζεται το ιδεώδες πηλίκο I : J = {f ∈ R : fJ ⊆ I}
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(διάταξη απαλοιφής) του ιδεώδους

J ′ = 〈wx(x+ y)2, wy, (1− w)x2〉.

Υπολογίζοντας ϐρίσκουµε ότι µια τέτοια είναι το σύνολο :

G1 = {x2w − x2, wy, x3, x2y},

όπου κρατώντας µόνο τα πολυώνυµα στα οποία δε συµµετέχει η µεταβλητή w,

καταλήγουµε ότι :

J ∩ 〈f1〉 = 〈x3, x2y〉 =⇒ 1

f1
(J ∩ 〈f1〉) = 〈x, y〉.

◦ J : 〈f2〉 =
1

f2
(J∩〈f2〉). Για την αντίστοιχη τοµή, υπολογίζουµε µια ϐάση Gröbner

(διάταξη απαλοιφής) του ιδεώδους

J ′′ = 〈wx(x+ y)2, wy, (1− w)(x+ y)〉.

Υπολογίζοντας ϐρίσκουµε ότι µια τέτοια είναι το σύνολο :

G2 = {wx− x− y, wy, x3 + y3, xy + y2},

όπου κρατώντας µόνο τα πολυώνυµα στα οποία δε συµµετέχει η µεταβλητή w,

καταλήγουµε ότι :

J ∩ 〈f2〉 = 〈x3 + y3, xy + y2〉 =⇒ 1

f2
(J ∩ 〈f2〉) = 〈x2 − xy + y2, y〉.

Συνεπώς,

J : I = 〈x, y〉 ∩ 〈x2 − xy + y2, y〉.
Για την αντίστοιχη τοµή, υπολογίζουµε µια ϐάση Gröbner (διάταξη απαλοιφής)

του ιδεώδους

J ′′′ = 〈wx,wy, (1− w)(x2 − xy + y2, (1− w)y〉.

Υπολογίζοντας ϐρίσκουµε ότι µια τέτοια είναι το σύνολο :

G3 = {wx, x2, y},

όπου κρατώντας µόνο τα πολυώνυµα στα οποία δε συµµετέχει η µεταβλητή w,

καταλήγουµε ότι :

J : I = 〈x2, y〉.
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4.2 Εφαρµογές των ϐάσεων Gröbner στην Αλγεβρική Γε-

ωµετρία

Στην ενότητα που ακολουθεί, ϑα παρουσιάσουµε κάποιες εφαρµογές των ϐάσεων Gröbner

στην Αλγεβρική Γεωµετρία µε τελικό στόχο τη διατύπωση και ερµηνεία των Θεωρηµάτων

Nullstellensatz.

4.2.1 Συσχετικές ποικιλότητες

Το ϐασικό εργαλείο στην ενότητα αυτή είναι η έννοια της συσχετικής ποικιλότητας.

Ορισµός 4.2.1. Ο n-διάστατος συσχετικός χώρος υπεράνω ενός σώµατος K είναι το σύνολο

όλων των διατεταγµένων n-άδων (a1, a2, . . . , an), όπου ai ∈ K, και συµβολίζεται µε Kn. Τα

στοιχεία του Kn ονοµάζονται σηµεία.

΄Αµεσος είναι ο ορισµός της συσχετικής ποικιλότητας.

Ορισµός 4.2.2. ΄Εστω K σώµα και ϑεωρούµε το ιδεώδες I = 〈f1, . . . , fs〉 ⊆ K[x1, . . . , xn].
Ορίζουµε συσχετική ποικιλότητα του ιδεώδους I, το σύνολο σηµείων :

V(I) = {(a1, a2, . . . , an) ∈ Kn : fi(a1, a2, . . . , an) = 0, ∀i = 1, . . . , s}.
Συνεπώς, µια συσχετική ποικιλότητα είναι το σύνολο των ϑέσεων µηδενισµού ενός συστή-

µατος πολυωνύµων υπεράνω των µεταβλητών x1, . . . , xn. Απλά παραδείγµατα της παραπάνω

έννοιας είναι τα ακόλουθα.

Παράδειγµα 4.2.3.

1. Θεωρούµε το ιδεώδες I = 〈x2, y2〉 ⊆ C[x, y]. ΄Επεται ότι VC(I) = {(0, 0)}.

2. Θεωρούµε το ιδεώδες I = 〈x2 + 1〉 ⊆ R[x]. ΄Επεται ότι VR(I) = ∅.

3. Το σύνολο V(x2 + y2 − 1) ⊆ R2 εκφράζει τον µοναδιαίο κύκλο στο επίπεδο, ενώ

το σύνολο V(x2 + y2 + z2 − 1) ⊆ R3 την µοναδιαία σφαίρα.

4. Το σύνολο V(x2 + y2− 1, x−
√
3y) ⊆ R2 είναι η τοµή του µοναδιαίου κύκλου µε

την ευθεία x =
√
3y. Λύνοντας έχουµε ότι :

V(x2 + y2 − 1, x−
√
3y) = {(

√
3

4
,
1

2
), (−

√
3

4
,−1

2
)}.

Μια χρήσιµη ιδιότητα στις συσχετικές ποικιλότητες διατυπώνεται στη παρακάτω πρόταση.

Γνωρίζοντας µια περισσότερο εύχρηστη έκφραση των γεννητόρων ενός ιδεώδους, µπορούµε

να αποφανθούµε πιο εύκολα για το σύνολο των σηµείων των αντίστοιχων συσχετικών ποικι-

λοτήτων.

Πρόταση 4.2.4. Θεωρούµε το ιδεώδες I ⊆ K[x1, . . . , xn] του οποίου δύο ϐάσεις είναι οι

{f1, . . . , fs} και {g1, . . . , gl}. Ισοδύναµα, I = 〈f1, . . . , fs〉 = 〈g1, . . . , gl〉. Τότε :

V(f1, . . . , fs) = V(g1, . . . , gl).
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Απόδειξη. ...

Μία άµεση εφαρµογή της παραπάνω πρότασης ϐλέπουµε στο παράδειγµα που ακολουθεί.

Παράδειγµα 4.2.5. ΄Εστω ότι ϑέλουµε να υπολογίσουµε το σύνολο

V(2x2 + 3y2 − 11, x2 − y2 − 3) ⊆ R2.

Αποδεικνύεται ότι 〈2x2 + 3y2 − 11, x2 − y2 − 3〉 = 〈x2 − 4, y2 − 1〉. Σύµφωνα µε την

προηγούµενη πρόταση, έπεται ότι

V(2x2 + 3y2 − 11, x2 − y2 − 3) = V(x2 − 4, y2 − 1) = {(±2,±1)}.

Χρήσιµος είναι ο ορισµός του αλγεβρικού συνόλου. ∆οθέντος ενός συνόλου S ⊂ K[x1, . . . , xn],
ϑέτουµε

VK(S) = {(a1, . . . , an) ∈ Kn : f(a1, . . . , an) = 0, ∀f ∈ S}.

Ορισµός 4.2.6. ΄Ενα σύνολο V ⊂ Kn λέγεται αλγεβρικό αν υπάρχει σύνολο πολυωνύµων

S ⊂ K[x1, . . . , xn] τέτοιο ώστε V = VK(S).

Απλά παραδείγµατα αλγεβρικών συνόλων είναι το σύνολο των πραγµατικών αριθµών R
όπως και το σύνολο των µιγαδικών αριθµών C.

∆ύο ϐασικές ιδιότητες των συσχετικών ποικιλότητων διατυπώνονται στην προτάση που

ακολουθεί.

Πρόταση 4.2.7. ΄Εστω I, J ιδεώδη του πολυωνυµικού δακτυλίου K[x1, . . . , xn]. Τότε :

α) VK(I + J) = VK(I) ∩ VK(J).

β) VK(I · J) = VK(I) ∪ VK(J).

Απόδειξη. Θεωρούµε I, J ιδεώδη του πολυωνυµικού δακτυλίου K[x1, . . . , xn].

α) ΄Εστω x ∈ VK(I + J). Εξ ορισµού το x αποτελεί ϑέση µηδενισµού για κάθε πολυώνυµο

του ιδεώδους I + J . Καθώς I, J ⊆ I + J έπεται ότι το x αποτελεί ϑέση µηδενισµού

για όλα τα πολυώνυµα των ιδεωδών I και J . Συνεπώς x ∈ VK(I) και x ∈ VK(J) όπου

έπεται το Ϲητούµενο.

Αντίστροφα έστω x ∈ VK(I) ∩ VK(J) και έστω τυχαίο h ∈ I + J . Αρκεί να δείξουµε ότι

h(x) = 0. ΄Εχουµε :

h ∈ I+J
ορ.⇐⇒ ∃f ∈ I, g ∈ J : h = f+g =⇒ h(x) = (f+g)(x) = f(x)+g(x) = 0+0 = 0.

β) ΄Εστω x ∈ VK(I · J) και χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουµε ότι x /∈ VK(I). Θα

δείξουµε ότι x ∈ VK(J). Παρατηρούµε ότι :

x /∈ VK(I) =⇒ ∃h ∈ I : h(x) 6= 0. (1)
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΄Εστω τυχαίο g ∈ J . Αρκεί να αποδείξουµε ότι g(x) = 0. Από τον ορισµό του ιδεώδους

έπεται ότι hg ∈ I · J . Τότε :

(hg)(x) = 0 =⇒ h(x)g(x) = 0 =⇒ h(x) = 0 ή g(x) = 0
(1)
=⇒ g(x) = 0.

Αντίστροφα, έστω x ∈ VK(I) ∪ VK(J) και χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουµε ότι

x ∈ VK(I). ΄Εξ ορισµού έχουµε ότι :

x ∈ VK(I) =⇒ f(x) = 0, ∀f ∈ I. (2)

Θεωρούµε τυχαίο h ∈ I · J . Μένει να δείξουµε ότι h(x) = 0. ΄Εχουµε :

h ∈ I · J ορ.⇐⇒ h = f1g1 + · · ·+ fsgs, fi ∈ I και gi ∈ J
(2)
=⇒ h(x) = 0.

Οι συσχετικές ποικιλότητες αποτελούν σύνολα σηµείων, ένα γεωµετρικό αντικείµενο. Χτί-

Ϲοντας τη γέφυρα µεταξύ γεωµετρικών και αλγεβρικών αντικειµένων, µέσω µιας συσχετικής

ποικιλότητας ορίζουµε ένα νέο ιδεώδες· ένα αλγεβρικό αντικείµενο.

Ορισµός 4.2.8. Θεωρούµε συσχετική ποικιλότητα V ⊂ Kn. Ορίζουµε το υποσύνολο αυτής :

I(V) = {f ∈ K[x1, . . . , xn] : f(a1, . . . , an) = 0, ∀(a1, . . . , an) ∈ V}.

Πρόταση 4.2.9. Το σύνολο I(V) αποτελεί ιδεώδες του K[x1, . . . , xn].

Απόδειξη. Αφήνεται ως άσκηση.

Το παρακάτω ϑεώρηµα δείχνει τη σχέση που συνδέει τα ιδεώδη δύο συσχετικών ποικιλό-

τητων.

Θεώρηµα 4.2.10. ΄Εστω V,W συσχετικές ποικιλότητες. Ισχύουν τα ακόλουθα:

α) V ⊂ W =⇒ I(V) ⊃ I(W)

β) V = W ⇐⇒ I(V) = I(W)

Απόδειξη. Αφήνεται ως άσκηση.

Μια άµεση σύνδεση των παραπάνω µε τη ϑεωρία των ϐάσεων Gröbner γίνεται παρατη-

ϱώντας ότι το ιδεώδες I(V) αποτελείται από πολυώνυµα τα οποία δέχονται n-αδες ως ϑέσεις

µηδενισµού. Συµπεραίνουµε ότι η ερώτηση πότε ένα πολυώνυµο δέχεται συγκεκριµένη

n-αδα ως ϑέση µηδενισµού, είναι ισοδύναµη µε το αν το πολυώνυµο αυτό ανήκει στο συ-

γκεκριµένο ιδεώδες, κάτι που όπως είδαµε συνδέεται άµεσα µε την εύρεση ϐάσεως Gröbner

για το ιδεώδες αυτό. Αυτό µας οδηγεί στο γενικότερο πρόβληµα επίλυσης ενός αλγεβρικού

συστήµατος. Το παραπάνω πρόβληµα όπως και άλλες εφαρµογές ϑα µελετήσουµε αναλυτικά

στην επόµενη ενότητα µε τη ϐοήθεια των ϑεωρηµάτων Nullstellensatz.
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4.2.2 Τα Θεωρήµατα Nullstellensatz

Σε αυτή την ενότητα ϑα διατυπώσουµε τα Θεωρήµατα Nullstellensatz και ϑα δούµε πώς µε

τη ϐοήθεια αυτών επιλύουµε αλγεβρικά προβλήµατα όπως:

I) Πρόβληµα Nullstellensatz: ∆οθέντος πολυωνύµων f1, . . . , fs ∈ K[x1, . . . , xn] ποια είναι

η σχέση που συνδέει το ιδεώδες I = 〈f1, . . . , fs〉 µε το ιδεώδες I(V(f1, . . . , fs));

Εύκολα µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι γενικά ισχύει

I ⊂ I(V(f1, . . . , fs))

Το αντίστροφο δεν ισχύει πάντα. Για παράδειγµα ας ϑεωρήσουµε το ιδεώδες I =
〈x2, y2〉. Εξ ορισµού έχουµε ότι VR = {(0, 0)} από όπου προκύπτει ότι x, y ∈ I(V(I)).
Παρατηρούµε όµως ότι x, y /∈ I.

΄Οπως παρατηρήσαµε προηγουµένως, το πρόβληµα αυτό είναι ισοδύναµο µε το να

προσδιορίσουµε το πλήθος και τις λύσεις ενός αλγεβρικού συστήµατος.

II) Πότε δύο ιδεώδη αντιστοιχούν στην ίδια συσχετική ποικιλότητα; Για παράδειγµα ας

ϑεωρήσουµε τα ιδεώδη:

I1 = 〈1〉, I2 = 〈1 + x2〉, I3 = 〈1 + x2 + x4〉 ⊆ R[x].

Αν και είναι όλα διαφορετικά µεταξύ τους ανά δύο, παρατηρούµε ότι

V(I1) = V(I2) = V(I3) = ∅.

III) Τα επόµενα δύο προβλήµατα, συνδέονται άµεσα µε την έννοια του ϱιζικού ενός ιδεώ-

δους. Θυµίζουµε από το πρώτο κεφάλαιο, ότι το ϱιζικό ενός ιδεώδους ορίζεται ως το

ιδεώδες √
I = {α ∈ R : αn ∈ I, για κάποιο n > 0, n ∈ N}.

∆οθέντος πολυωνύµου ϕ ∈ K[x1, . . . , xn] και ιδεώδους I = 〈ϕ1, . . . , ϕs〉 ⊆ K[x1, . . . , xn]
να µπορούµε να απαντήσουµε πότε ϕ ∈

√
I. Σε περίπτωση που ϕ ∈

√
I, να ϐρεθεί ο

ελάχιστος ϕυσικός αριθµός n για τον οποίο ϕn ∈ I.

IV) Κατ επέκταση του προηγούµενου προβλήµατος, δοθέντος ιδεωδών I, J ⊆ K[x1, . . . , xn]
πότε ισχύει

√
I =

√
J .

Αντιµετωπίζουµε το Πρόβληµα (I) µε τη ϐοήθεια του παρακάτω ϑεωρήµατος (ασθενές

ϑεώρηµα Nullstellensatz).

Θεώρηµα 4.2.11. [Weak Nullstellensatz] Θεωρούµε K ένα αλγεβρικά κλειστό3 σώµα και

έστω το ιδεώδες I ⊆ K[x1, . . . , xn]. Τότε :

VK(I) = ∅ ⇐⇒ I = K[x1, . . . , xn].
3Θυµίζουµε ότι ένα σώµα K λέγεται αλγεβρικά κλειστό, αν για κάθε πολυώνυµο f ∈ K[x] η εξίσωση f = 0

έχει λύση στο σώµα K. Κάθε σώµα K περιέχεται σε ένα σώµα K το οποίο είναι αλγεβρικά κλειστό και είναι τέτοιο

ώστε κάθε στοιχείο του K είναι ϱίζα ενός µη µηδενικού πολυωνύµου σε µια µεταβλητή µε συντελεστές από το

σώµα K. Το σώµα αυτό λέγεται το αλγεβρικό κλείσιµο του K. Για παράδειγµα το σύνολο των πραγµατικών

αριθµών R δεν είναι αλγεβρικά κλειστό, ενώ R = C.
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Απόδειξη.

Πριν προχωρήσουµε στην ανάλυση αυτού, κάποιες χρήσιµες παρατηρήσεις :

Παρατήρηση 4.2.12.

1. Σύµφωνα µε το παραπάνω ϑεώρηµα, ένα σύνολο πολυωνύµων δεν έχει ϑέσεις µηδενι-

σµού υπεράνω ενός αλγεβρικά κλειστού σώµατος αν και µόνο αν αυτά παράγουν όλο

το διανυσµατικό χώρο.

2. Στο παραπάνω ϑεώρηµα, η υπόθεση ότι το σώµα µας είναι αλγεβρικά κλειστό είναι

απαραίτητη. Χωρίς αυτή, αυτό που ισχύει είναι :

VK(I) = ∅ =⇒ I = K[x1, . . . , xn].

Αν διατυπώσουµε το ϑεώρηµα χωρίς αυτό στην υπόθεση, πρέπει να αναφερθούµε στο

κλείσιµο του σώµατος K. ∆ηλαδή, µια ισοδύναµη διατύπωση του ϑεωρήµατος είναι

VK(I) = ∅ ⇐⇒ I = K[x1, . . . , xn].

3. Στην ειδική περίπτωση όπου το σώµα µας K είναι το σύνολο των µιγαδικών αριθµών

C, το ασθενές ϑεώρηµα Nullstellensatz ταυτίζεται µε το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα της ΄Αλ-

γεβρας4.

4. Η απόδειξη του Θεωρήµατος Weak Nullstellensatz στη περίπτωση πολυωνυµικού δα-

κτυλίου µιας µεταβλητής είναι άµεση: ΄Εστω ότι ϐρισκόµαστε στον K[x] όπου K αλ-

γεβρικά κλειστό σώµα. Γνωρίζουµε από Πρόταση 1.2.7 ότι κάθε ιδεώδες αυτού είναι

κύριο. Θεωρούµε το ιδεώδες I = 〈f〉 ⊆ K[x]. Καθώς το σώµα µας είναι αλγεβρικά

κλειστό κάθε πολυώνυµο σε αυτό έχει ϱίζα. ΄Αρα V = ∅ αν και µόνο αν το f είναι

σταθερό πολυώνυµο. Καθώς το K είναι σώµα, υπάρχει το 1/f ∈ K. Προφανώς (από

τον ορισµό του ιδεώδους)

f · (1/f) ∈ I ⇐⇒ 1 ∈ I ⇐⇒ I = K[x].5

Προσεγγίζοντας λοιπόν το Πρόβληµα (I) της επίλυσης ενός συστήµατος πολυωνυµικών

εξισώσεων, άµεσο είναι το ακόλουθο πόρισµα:

Πόρισµα 4.2.13. ΄Εστω K αλγεβρικά κλειστό σώµα και f1, . . . , fs ∈ K[x1, . . . , xn]. Θεωρούµε

το σύστηµα πολυωνυµικών εξισώσεων:

Σ :



















f1 = 0

f2 = 0

...

fs = 0

.

4Το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα της ΄Αλγεβρας, αναφέρει ότι κάθε σύστηµα πολυωνύµων, τα οποία παράγουν ένα

µη µηδενικό ιδεώδες γνήσιο υποσύνολο του C[x1, . . . , xn], έχει τουλάχιστον µια λύση στο σώµα C.
5Βασική ιδιότητα ενός µη κενού ιδεώδους I ⊆ R είναι ότι I = R ⇐⇒ 1R ∈ I. Προφανώς ισχύει I ⊆ R για

κάθε ιδεώδες ενός δακτυλίου. Θεωρώντας τυχαίο r ∈ R και καθώς 1R ∈ I από τον ορισµό του ιδεώδους έπεται

ότι r · 1R ∈ I =⇒ r ∈ I =⇒ R ⊆ I από όπου έπεται η ισότητα.
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Το (Σ) δεν έχει λύση αν και µόνο αν G = {1}, όπου G η ανάγωγη ϐάση Gröbner του I =
〈f1, . . . , fs〉 ως προς µονωνυµική διάταξη <.

Απόδειξη. Θεωρούµε το ιδεώδες I = 〈f1, . . . , fs〉 ⊆ K[x1, . . . , xn], όπου K αλγεβρικά κλειστό

σώµα. ΄Εστω < µονωνυµική διάταξη και G η ανάγωγη ϐάση Gröbner του I ως προς τη

διάταξη <. Παρατηρούµε ότι :

Το (Σ) δεν έχει λύση ⇐⇒ V(f1, . . . , fs) = ∅
Weak Nullstellensatz⇐⇒ I = K[x1, . . . , xn]

⇐⇒ 1 ∈ 〈f1, . . . , fs〉
⇐⇒ 1

G−→+ 0

⇐⇒ το 1 ανήκει στην ανάγωγη ϐάση Gröbner του I

⇐⇒ G = {1}.

Παράδειγµα 4.2.14. Θεωρούµε στον πολυωνυµικό δακτύλιο Q[x, y, z, w] το σύστηµα

των πολυωνυµικών εξισώσεων :

Σ :



















x− y2w = 0

y − zw = 0

z − w3 = 0

w3 − w = 0

Θεωρώντας το ιδεώδες

I = 〈x− y2w, y − zw, z − w3, w3 − w〉 ⊆ Q[x, y, z, w]

ως προς τη µονωνυµική διάταξη <lex µε x > y > z > w στο Παράδειγµα 3.3.13 είδαµε

ότι η ανάγωγη ϐάση Gröbner του I είναι το σύνολο

G = {x− w, y − w2, z − w,w3 − w} 6= 1.

΄Επεται ότι το σύστηµα έχει πεπερασµένο πλήθος λύσεων.

Η απάντηση στα Προβλήµατα (II), (III), (IV), δίνεται από το ισχυρό ϑεώρηµα Nullestelen

satz και πορίσµατα αυτού:

Θεώρηµα 4.2.15 (Hilbert’s Nullstellensatz). Θεωρούµε ιδεώδες I ⊆ K[x1, . . . , xn], όπου K
αλγεβρικά κλειστό σώµα. Ισχύει :

I(VK(I)) =
√
I.

Απόδειξη. Αρχικά ϑα αποδείξουµε ότι
√
I ⊆ I(VK(I)). Θεωρούµε πολυώνυµο f ∈ K[x1, . . . , xn]
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τέτοιο ώστε f ∈
√
I. Εξ ορισµού έχουµε ότι

f ∈
√
I =⇒ fk ∈ I για κάποιο k ∈ N

=⇒ fk(α1, . . . , αn) = 0, ∀(α1, . . . , αn) ∈ VK(I)

=⇒ f(α1, . . . , αn) = 0, ∀(α1, . . . , αn) ∈ VK(I)

=⇒ f ∈ I(VK(I)).

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι I 6= 〈0〉 (διαφορετικά το Ϲητούµενο ισχύει) και ας είναι I =
〈f1, . . . , fs〉. ΄Εστω f ∈ I(VK(I)) µε f 6= 0. Θα δείξουµε ότι f ∈

√
I. Εξ ορισµού έχουµε ότι

f(α1, . . . , αn) = 0 για όλα τα (α1, . . . , αn) ∈ Kn για τα οποία fi(α1, . . . , αn) = 0 για όλα τα

i = 1, . . . , s. Θεωρούµε το ιδεώδες

J = 〈f1, . . . , fs, 1− wf〉 ⊆ K[x1, . . . , xn, w].

Ισχυριζόµαστε ότι J = 〈1〉. Από το Θεώρηµα Weak Nullstellensatz αρκεί να αποδείξουµε ότι

VK(J) = ∅. Υποθέτουµε αντίθετα ότι υπάρχει (β1, . . . , βn, β) ∈ VK(J). ΄Επεται ότι

fi(β1, . . . , βn) = 0 και
(

1− wf
)

(β1, . . . , βn, β) = 0.

Ισοδύναµα έχουµε ότι

fi(β1, . . . , βn) = 0 και 1− βf(β1, . . . , βn) = 0. (∗)

Καθώς f ∈ I(VK(I)) και άρα f(β1, . . . , βn) = 0 από τη σχέση (*) έχουµε 1 = 0 το οποίο είναι

άτοπο. Συµπεραίνουµε ότι

〈f1, . . . , fs, 1− wf〉 = 〈1〉.
Συνεπώς

1 = λ1f1 + · · ·+ λsfs + λ(1− wf), λi, λ ∈ K[x1, . . . , xn, w], i = 1 . . . , s. (∗∗)

Από την υπόθεση έχουµε ότι f 6= 0 µε f ∈ K[x1, . . . , xn]. ΄Αρα το
1

f
∈ K[x1, . . . , xn].

Εφαρµόζοντας στην (**) το w =
1

f
έχουµε ότι :

1 =
s
∑

i=1

λi(x1, . . . , xn,
1

f
)fi. (∗ ∗ ∗)

Καθώς τα λi είναι πολυώνυµα το στοιχείο 1
f

εµφανίζεται (πεπερασµένες ϕορές) σε κάθενα από

αυτά σε κάποια (πεπερασµένη) δύναµη ni ∈ N. Πολλαπλασιάζοντας την (***) µε κατάλληλη

δύναµη του f (για παράδειγµα έστω fN όπου N = ε.κ.π.(ni)) επιτυγχάνουµε απαλοιφή των

παρανοµαστών και έχουµε ότι :

fN =

s
∑

i=1

gifi, για κάποια gi ∈ K[x1, . . . , xn].

Εξ ορισµού έπεται ότι fN ∈ I µε N ∈ N και άρα f ∈
√
I το οποίο ολοκληρώνει την

απόδειξη.
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∆ηλαδή, για κάθε πολυώνυµο f ∈ K[x1, . . . , xn] και ιδεώδες I ⊆ K[x1, . . . , xn], έχουµε

ότι :

f ∈ I(VK)(I) ⇐⇒ ∃n ∈ N : fn ∈ I

΄Αµεσα είναι τα παρακάτω πορίσµατα µε τα οποία αντιµετωπίζουµε τα υπόλοιπα προβλήµατα

που διατυπώσαµε στην αρχή της παρούσας ενότητας.

Θυµίζουµε ότι το Πρόβληµα (II) αναφερόταν στο πότε δύο ιδεώδη αντιστοιχούν στην ίδια

συσχετική ποικιλότητα. ΄Εχουµε το ακόλουθο:

Πόρισµα 4.2.16. ΘεωρούµεK αλγεβρικά κλειστό σώµα. ∆οθέντων ιδεωδών I, J ⊆ K[x1, . . . , xn],
ισχύει :

VK(I) = VK(J) ⇐⇒
√
I =

√
J.

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα 4.2.10 έχουµε ότι

V = W ⇐⇒ I(V) = I(W).

Το συµπέρασµα έπεται από το Θεώρηµα Hilbert’s Nullstellensatz.

Αµέσως προκύπτει το ερώτηµα (το οποίο συνδέεται άµεσα µε τα Προβλήµατα (III) και (IV))
προσδιορισµού του ϱιζικού ενός ιδεώδους, το οποίο µας απαντάει η παρακάτω πρόταση.

Θεώρηµα 4.2.17 (Radical membership). Θεωρούµε K αλγεβρικά κλειστό σώµα και έστω

ιδεώδες I = 〈f1, . . . , fs〉 ⊆ K[x1, . . . , xn]. Τότε :

f ∈
√
I ⇐⇒ 1 ∈ 〈f1, . . . , fs, 1− wf〉 ⊆ K[x1, . . . , xn, w].

Απόδειξη. Θεωρούµε K αλγεβρικά κλειστό σώµα και έστω ιδεώδες I = 〈f1, . . . , fs〉 ⊆ K[x1, . . . , xn].
Θεωρούµε το ιδεώδες J = 〈f1, . . . , fs, 1− wf〉 ⊆ K[x1, . . . , xn, w].

(=⇒) ΄Εστω f ∈
√
I. Θα δείξουµε ότι

1 ∈ J ⇐⇒ J = K[x1, . . . , xn, w]
Weak Nullstellensatz⇐⇒ VK(J) = ∅.

Υποθέτουµε αντίθετα ότι υπάρχει (α1, . . . , αn, α) ∈ Kn+1 µε (α1, . . . , αn, α) ∈ VK(J) και ϑα

καταλήξουµε σε άτοπο. Εξ ορισµού έπεται ότι

fi(α1, . . . , αn) = 0, ∀i = 1, . . . , s και 1− αf(α1, . . . , αn) = 0

⇐⇒ (α1, . . . , αn) ∈ VK(I) και 1− αf(α1, . . . , αn) = 0 (∗)
΄Επεται ότι

f ∈
√
I =⇒ fk ∈ I για κάποιο k ∈ N

(α1,...,αn)∈VK(I)
=⇒ fk(α1, . . . , αn) = 0

=⇒ f(α1, . . . , αn) = 0
(∗)
=⇒ 1 = 0, άτοπο.
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(⇐=) Αντίστροφα υποθέτουµε ότι 1 ∈ J . Θα αποδείξουµε ότι f ∈
√
I. Από το Θεώρηµα

Hilbert’s Nullstellensatz γνωρίζουµε ότι
√
I = I(VK(I)) και συνεπώς αρκεί να αποδείξουµε

ότι f(α1, . . . , αn) = 0, ∀(α1, . . . , αn) ∈ VK(I). ΄Εχουµε

1 ∈ J =⇒ 1 =

s
∑

i=1

hifi + h(1− wf), hi, h ∈ K[x1, . . . , xn, w].

Συνεπώς για τυχόν (α1, . . . , αn) ∈ VK(I) έπεται ότι

1 =
(

s
∑

i=1

hifi + h(1− wf)
)

(α1, . . . , αn)

=

s
∑

i=1

hifi(α1, . . . , αn) + h(α1, . . . , αn, w)
(

1− wf(α1, . . . , αn)
)

fi(α1,...,αn)=0
= h(α1, . . . , αn, w)

(

1− wf(α1, . . . , αn)
)

.

Αν υποθέσουµε ότι f(α1, . . . , αn) 6= 0 και ϑέτοντας στη τελευταία σχέση w =
1

f(α1, . . . , αn)
έχουµε άτοπο. ΄Επεται ότι f(α1, . . . , αn) = 0 το οποίο ολοκληρώνει την απόδειξη,

Συνεπώς, µέσω της ϑεωρίας των ϐάσεων Gröbner και όσων αναπτύξαµε στην παρούσα

ενότητα, έχουµε άµεσες απαντήσεις σε όλα τα προβλήµατα που διατυπώσαµε. Το παράδειγµα

που ακολουθεί είναι άµεση εφαρµογή επίλυσης του Προβλήµατος (ΙΙΙ) που διατυπώσαµε.

Παράδειγµα 4.2.18. Θεωρούµε το ιδεώδες

I = 〈xy2 + 2y2, x4 − 2x2 + 1〉 ⊆ Q[x, y].

Θα αποδείξουµε ότι το πολυώνυµο f = y − x2 + 1 ∈
√
I. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα

4.2.17 ϑεωρώντας το ιδεώδες

I ′ = 〈xy2 + 2y2, x4 − 2x2 + 1, 1− w(y − x2 + 1)〉
και υπολογίζοντας µια ϐάση Gröbner (διάταξη απαλοιφής ϐαθµωτή λεξικογραφική µε

w > y > x), ϐρίσκουµε ότι G′ = {1}. Συµπεραίνουµε ότι f ∈
√
I. Ισοδύναµα υπάρχει

ϕυσικός n > 0, τέτοιος ώστε fn ∈ I. Αν ϑέλουµε να ϐρούµε τον ελάχιστο ϕυσικό για

τον οποίο ισχύει το παραπάνω, αρχικά ϐρίσκουµε µια ϐάση Gröbner του ιδεώδους I.

Κάνοντας υπολογισµούς, έχουµε ότι µία τέτοια είναι : G = {y2, x4 − 2x2 + 1}. Το

πρόβληµα πλέον, ανάγεται σε πρόβληµα ιδιότητας µέλους ενός πολυωνύµου σε ένα

ιδεώδες. Με υπολογισµούς έχουµε ότι :

◦ f ≡ NG(f) = f, (καθώς είναι ανάγωγο).

◦ f 2 = y2−2yx2+x4+2y−2x2+1 ≡ NG(f
2) = −2yx2+2y 6= 0 (καθώς καταλήξαµε

ξανά σε ανάγωγο).

◦ f 3 = f 2f ≡ NG(f
2)NG(f) = (−2yx2 + 2y)(y − x2 + 1)

G−→+ 0,

΄Αρα n = 3 .
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Παράδειγµα επίλυσης του Προβλήµατος (IV):

Παράδειγµα 4.2.19. ... ισότητα ϱιζικών ...

Το παρακάτω ϑεώρηµα µας δίνει ένα άµεσο τρόπο ελέγχου για το αν το πλήθος των λύσεων

ενός συστήµατος είναι πεπερασµένο, κάτι το οποίο έχει άµεση σύνδεση µε τη διάσταση του

διανυσµατικού χώρου πηλίκο.

Θεώρηµα 4.2.20. Θεωρούµε ιδεώδες I = 〈f1, . . . , fs〉 ⊆ K[x1, . . . , xn] και έστωG = {g1, . . . , gk}
η ανάγωγη ϐάση Gröbner του I ως προς µονωνυµική διάταξη ≺. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

α) VK(I) < +∞

β) ∀i = 1, . . . , n, ∃j ∈ {1, . . . , k} : lm(gj) = xν
i για κάποιο ν ∈ N

γ) dim
(

K[x1, . . . , xn]/I
)

< +∞

Απόδειξη. ΄Εστω το ιδεώδες I = 〈f1, . . . , fs〉 ⊆ K[x1, . . . , xn] και G = {g1, . . . , gt} η ανάγωγη

ϐάση Gröbner αυτού ως προς µία µονωνυµική διάταξη <.

(α =⇒ β) Αρχικά παρατηρούµε ότι VK(I) 6= ∅ (διαφορετικά από το Θεώρηµα 4.2.11

έπεται ότι I = K[x1, . . . , xn] ⇔ 1 ∈ I ⇔ G = {1} και το Ϲητούµενο είναι τετριµµένο). Υποθέ-

τουµε ότι VK(I) = {v1, . . . , vl}, vi ∈ Kn, i = 1, . . . , l. Σταθεροποιούµε ένα i ∈ {1, . . . , n} και

ϑα αποδείξουµε ότι υπάρχει στοιχείο της ανάγωγης ϐάσης Gröbner του ιδεώδους µε αρχικό

όρο µία δύναµη του xi.

Ας είναι αij , j = 1, . . . , l οι i-συνιστώσες των διανυσµάτων v1, . . . , vl. Θεωρούµε τα πολυώ-

νυµα fj ∈ K[xi] για τα οποία fj(αij) = 0 (η ύπαρξη αυτών των πολυωνύµων εξασφαλίζεται

από την αλγεβρική κλειστότητα του K) και έστω το πολυώνυµο f = f1f2 · · · fl ∈ K[xi] ⊆
K[x1, . . . , xn]. Από τον τρόπο που ορίσαµε το πολυώνυµο έπεται ότι

lm(f) = xλ
i , λ ∈ N. (1)

Επιπλέον, παρατηρώντας ότι το πολυώνυµο f αναλύεται σε γινόµενο πολυωνύµων των οποίων

οι ϑέσεις µηδενισµού είναι στοιχεία της συσχετικής ποικιλότητας VK(I) έπεται ότι

f ∈ I(VK(I))
Hilbert’s Nullstellensatz

=
√
I ⇐⇒ ∃ ν ∈ N : f ν ∈ I

(1)
=⇒ lm(f ν) = xλν

i , λ, ν ∈ N.

Καθώς η ϐάση G είναι ανάγωγη, εξ ορισµού έχουµε ότι

∃ j ∈ {1, . . . , t} : lm(gj) | lm(f ν) = xλν
i =⇒ ∃ j ∈ {1, . . . , t} : lm(gj) = xµ

i , µ ≤ λν.

Το i επιλέχθηκε αυθαίρετα και συνεπώς το Ϲητούµενο αποδείχτηκε πλήρως.

(β =⇒ γ) Από υπόθεση ∀i = 1, . . . , n, ∃j ∈ {1, . . . , k} : lm(gj) = xνi
i για κάποιο νi ∈ N.

Συµπεραίνουµε ότι

in<(I) = 〈xλ1

1 · · ·xλn

n , λi ≤ νi ∈ N〉.
Καθώς {xα+I | xα /∈ in<(I)} είναι µία ϐάση για τον διανυσµατικό χώρο πηλίκοK[x1, . . . , xn]/I
έπεται ότι µία ϐάση αυτού, δίνεται από τα στοιχεία του συνόλου

{xµ1

1 xµ2

2 · · ·xµn

n + I, µi < λi ∈ N}.
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Προφανώς η διάσταση αυτού πεπερασµένη.

(γ =⇒ α) Θέλουµε να αποδείξουµε ότι VK(I) < +∞. Καθώς τα στοιχεία του συνόλου

VK(I) ανήκουν στον Kn, αρκεί να αποδείξουµε ότι για κάθε i = 1, . . . , n η i συνιστώσα των

στοιχείων του VK(I) µπορεί να πάρει πεπερασµένο το πλήθος διαφορετικές τιµές. Σταθερο-

ποιούµε τυχαίο i ∈ {1, . . . , n}.

Από την υπόθεση γνωρίζουµε ότι dim
(

K[x1, . . . , xn]/I
)

< +∞. ΄Επεται ότι τα στοιχεία :

1 + I, xi + I, x2
i + I, x3

i + I, . . .

είναι γραµµικά εξαρτηµένα στον K[x1, . . . , xn]/I. Θεωρούµε µία σχέση γραµµικής εξάρτησης

αυτών :

λ1(1 + I) + λ2(xi + I) + λ3(x
2
i + I) + λ4(x

3
i + I) + · · · = 0,

όπου όλοι οι συντελεστές λj ∈ K, j = 1, 2, . . . δεν είναι µηδέν. Ισοδύναµα έχουµε ότι υπάρχει

ακέραιος µ έτσι ώστε

f =

µ
∑

j=0

λjx
j
i ∈ I.

Καθώς το f µπορεί να έχει πεπερασµένο το πλήθος ϱίζες στο K έπεται ότι υπάρχουν πεπερα-

σµένο το πλήθος διαφορετικές τιµές των i συνιστωσών των στοιχείων του VK(I), όπως ϑέλαµε

να αποδείξουµε.

Παράδειγµα 4.2.21. Επανερχόµαστε στο Παράδειγµα 4.1.11. Θυµίζουµε ότι έχουµε

το ιδεώδες I = 〈f1 = yx2 − 4x, f2 = y2 + x2 − 5〉 του πολυωνυµικού δακτυλίου Q[x, y]
ο οποίος είναι εφοδιασµένος µε την ϐαθµωτή λεξικογραφική διάταξη µε y > x. Είχαµε

δει ότι η ανάγωγη ϐάση Gröbner αυτού είναι η :

G = {g1 = yx2 − 4x, g2 = y2 + x2 − 5, g3 = x4 + 4xy − 5x2}.

΄Επεται ότι

lm(g1) = yx2, lm(g2) = y2, lm(g3) = x4,

από όπου παρατηρούµε ότι όλες οι µεταβλητές του δακτυλίου µας, εµφανίζονται ως

δυνάµεις στους αρχικούς όρους της ανάγωγης ϐάσης Gröbner. Από το προηγούµενο

ϑεώρηµα έχουµε ότι :

VQ(I) < +∞ και dim
(

Q[x, y]/I
)

< +∞.

Να παρατηρήσουµε σε αυτό το σηµείο ότι ϐάσει των παραπάνω, έχουµε ήδη καταλήξει

ότι το παρακάτω σύστηµα εξισώσεων έχει πεπερασµένο πλήθος λύσεων :

Σ :











yx2 − 4x = 0

y2 + x2 − 5 = 0

x4 + 4xy − 5x2 = 0

Μια έννοια η οποία συνδέεται µε τα παραπάνω, είναι αυτή του µηδενοδιάστατου ιδεώδους.
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Ορισµός 4.2.22. Θεωρούµε το ιδεώδες I = 〈f1, . . . , fs〉 ⊆ K[x1, . . . , xn]. Το ιδεώδες I καλεί-

ται µηδενοδιάστατο αν το σύστηµα

Σ :



















f1 = 0

f2 = 0

...

fs = 0

έχει πεπερασµένο πλήθος λύσεων. Στη περίπτωση αυτή ορίζουµε ως ϐαθµό του ιδεώδους I τον

αριθµό :

deg(I) = dim
(

K[x1, . . . , xn]/I
)

.

Παράδειγµα 4.2.23. Το ιδεώδες του προηγούµενου παραδείγµατος είναι µηδενοδιά-

στατο. Από το Παράδειγµα 4.1.11 έχουµε ότι deg(I) = 6.

΄Επεται το παρακάτω πόρισµα:

Πόρισµα 4.2.24. ΄Ενα ιδεώδες I είναι µηδενοδιάστατο αν και µόνο αν για οποιαδήποτε µο-

νωνυµική διάταξη ≺, το αρχικό ιδεώδες in≺(I) περιέχει δυνάµεις (όλων) των µεταβλητών του

δακτυλίου.

Απόδειξη. Το συµπέρασµα είναι άµεσο από το Θεώρηµα 4.2.20 (β).

Παράδειγµα 4.2.25. Θεωρούµε το ιδεώδες

I = 〈x2y − y + x, xy2 − x〉 ⊆ Q[x, y]

όπου ως µονωνυµική διάταξη όρων έχουµε την ϐαθµωτή λεξικογραφική µε x < y.

΄Εχουµε υπολογίσει σε προηγούµενο παράδειγµα ότι η ανάγωγη ϐάση Gröbner αυτού

είναι :

G = {g1 = x2y − y + x, g2 = y2 − xy − x2, g3 = x3 + y − 2x}.
΄Επεται ότι :

lm(g1) = x2y, lm(g2) = y2, lm(g3) = x3.

Σύµφωνα µε το Πόρισµα 4.2.24 έχουµε ότι το ιδεώδες I είναι µηδενοδιάστατο. Για να

προσδιορίσουµε τον ϐαθµό αυτού, χρειαζόµαστε να ϐρούµε µια ϐάση του διανυσµατι-

κού χώρου πηλίκο Q[x, y]/I, ώστε να προσεγγίσουµε τη διάσταση αυτού.

Παρατηρούµε ότι :

in<deglex
(I) = 〈x2y, y2, x3〉 =⇒ 1, x, x2, y, xy /∈ in<deglex

(I).

΄Αρα µια ϐάση του διανυσµατικού χώρου είναι :

Q[x, y]/I = {1 + I, x+ I, x2 + I, y + I, xy + I}

και συνεπώς

deg(I) = dim
(

Q[x, y]/I
)

= 5.
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΄Οπως µπορούµε να παρατηρήσουµε στην επόµενη πρόταση, όταν ένα ιδεώδες είναι µη-

δενοδιάστατο, ο ϐαθµός αυτού καθορίζει και το µέγιστο πλήθος των λύσεων του αντίστοιχου

συστήµατος.

Πρόταση 4.2.26. ΄Εστω µηδενοδιάστατο ιδεώδες I = 〈f1, . . . , fs〉 ⊆ K[x1, . . . , xn]. Το σύστη-

µα των πολυωνυµικών εξισώσεων:

Σ :



















f1 = 0

f2 = 0

...

fs = 0

έχει το πολύ deg(I) λύσεις στο K
n
.

Απόδειξη.

Παράδειγµα 4.2.27. Επανερχόµαστε στο Παράδειγµα 4.2.14, στο οποίο διαπιστώσα-

µε ότι το σύστηµα

Σ :



















x− y2w = 0

y − zw = 0

z − w3 = 0

w3 − w = 0

έχει πεπερασµένο πλήθος λύσεων. Είδαµε ότι η ανάγωγη ϐάση Gröbner του I =
〈x−y2w, y−zw, z−w3, w3−w〉 ως προς τη µονωνυµική διάταξη <lex µε x > y > z > w,

είναι το σύνολο G = {x− w, y − w2, z − w,w3 − w}. ΄Επεται ότι in<(I) = 〈x, y, z, w3〉
και άρα µία ϐάση του διανυσµατικού χώρου πηλίκο είναι :

Q[x, y, z, w]/I = {1 + I, w + I, w2 + I}

και συνεπώς

deg(I) = dim
(

Q[x, y, z, w]/I
)

= 3.

΄Αρα το (Σ) έχει το πολύ τρεις λύσεις.

Να παρατηρήσουµε ότι υπό προϋποθέσεις ως προς τη χαρακτηριστική6 του σώµατός µας,

µπορούµε να έχουµε ακριβή αριθµό λύσεων για το σύστηµά µας και όχι απλά ένα άνω

ϕράγµα. Στην περίπτωση που το σώµα µας είναι το σύνολο των µιγαδικών αριθµών, έχουµε

ακριβή αριθµό λύσεων ενός συστήµατος όπως ϐλέπουµε στο ακόλουθο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 4.2.28. ΄Εστω µηδενοδιάστατο ιδεώδες I = 〈f1, . . . , fs〉 ⊆ C[x1, . . . , xn]. Το σύστη-

6Θυµίζουµε ότι η χαρακτηριστική ενός µεταθετικού δακτυλίου S, ορίζεται ως ο ελάχιστος ϕυσικός n (αν

υπάρχει) για τον οποίο n · 1S = 0S. Σε περίπτωση που δεν υπάρχει, ορίζουµε ως χαρακτηριστική του S το

µηδέν.
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µα των πολυωνυµικών εξισώσεων:

Σ :



















f1 = 0

f2 = 0

...

fs = 0

έχει ακριβώς dim
(

C[x1, . . . , xn]/
√
I
)

λύσεις.

Απόδειξη.

Παράδειγµα 4.2.29.

α) Θεωρούµε τον πολυωνυµικό δακτύλιο C[x, y, z] και έστω το σύστηµα των πολυω-

νυµικών εξισώσεων :

Σ :











x− y2 − z2 = 0,

y2 − z = 0,

z2 − 1 = 0.

Θέλουµε να υπολογίσουµε τον ακριβή αριθµό των λύσεων του παραπάνω συστή-

µατος (διάφοροι υπολογισµοί αφήνονται ως άσκηση). Θεωρούµε το ιδεώδες

I = 〈x− y2 − z2, y2 − z, z2 − 1〉 ⊂ C[x, y, z].

Ελέγχουµε αρχικά ότι το ιδεώδες I είναι µηδενοδιάστατο. Θεωρούµε διάταξη

όρων τη λεξικογραφική µε x > y > z. Αµέσως παρατηρούµε (γιατί;) ότι µια ϐάση

Gröbner του ιδεώδους είναι το σύνολο {x − y2 − z2, y2 − z, z2 − 1}. ΄Επεται ότι

(γιατί;) το ιδεώδες είναι µηδενοδιάστατο και µια ϐάση του διανυσµατικού χώρου

πηλίκο C[x1, . . . , xn]/I είναι (γιατί;):

{1 + I, y + I, z + I, yz + I}.
Υπολογίζοντας το ϱιζικό του ιδεώδους I, παρατηρούµε ότι το ιδεώδες είναι ϱι-

Ϲικό ιδεώδες, δηλαδή
√
I = I (γιατί;). ΄Επεται ότι το πλήθος των λύσεων του

συστήµατος (Σ) είναι

dim
(

C[x1, . . . , xn]/I
)

= 4.

β) Σε συνέχεια του Παραδείγµατος 4.2.27 στο οποίο διαπιστώσαµε ότι το σύστηµα

Σ :



















x− y2w = 0

y − zw = 0

z − w3 = 0

w3 − w = 0

έχει το πολύ 3 ϱίζες. Υπολογίζοντας το ϱιζικό του ιδεώδους I, παρατηρούµε ότι

το ιδεώδες είναι ϱιζικό ιδεώδες, δηλαδή
√
I = I (γιατί;). ΄Επεται ότι το πλήθος

των λύσεων του συστήµατος (Σ) είναι

dim
(

C[x1, . . . , xn]/I
)

= 3.
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Πράγµατι εύκολα µπορούµε να διαπιστώσουµε από την τελευταία εξίσωση ότι οι

λύσεις αυτής είναι w = 0, 1,−1. Αντικαθιστώντας στη 3η εξίσωση έχουµε ότι z =
0, 1,−1 αντίστοιχα. Από τη 2η έχουµε ότι : y = 0, 1,−1 αντίστοιχα και τέλος από

την 1η έχουµε ότι : x = 0, 1,−1 αντίστοιχα. ΄Αρα οι τρεις λύσεις του συστήµατος

είναι : (x, y, z) = (0, 0, 0), (x, y, z) = (1, 1, 1) και (x, y, z) = (−1,−1,−1).

4.3 Εφαρµογές των ϐάσεων Gröbner στον χρωµατισµό γρα-

ϕηµάτων.

΄Ενα απλό γράφηµα G αποτελείται από ένα σύνολο κορυφών V (G) = {v1, . . . , vn} και ένα σύ-

νολο ακµών E(G) = {e1, . . . , em}, όπου κάθε ακµή είναι της µορφής (vi, vj) για κάποιες κο-

ϱυφές vi, vj ∈ V (G). Για συντοµία, ένα γράφηµα ϑα το επικαλούµαστε ως G = (V (G), E(G)).
Το πρόβληµα του χρωµατισµού ενός γραφήµατος µε s χρώµατα είναι να χρωµατίσουµε την

κάθε κορυφή ενός γραφήµατος µε κάποιο απο τα s χρώµατα µε τέτοιο τρόπο ώστε κορυφές

που ανήκουν στην ίδια ακµή να έχουν διαφορετικό χρώµα.

Ορισµός 4.3.1. Ο µικρότερος αριθµός s ∈ N τέτοιος ώστε ένα γράφηµα G να χρωµατίζεται

µε s χρώµατα λέγεται χρωµατικός αριθµός του γραφήµατος G. Ο χρωµατικός αριθµός ενός

γραφήµατος G συµβολίζεται µε χ(G).

Στο παρακάτω σχήµα (Σχήµα 4.1) ϐλέπουµε ένα γράφηµα το οποίο χρωµατίζεται µε τρί-

α διαφορετικά χρώµατα. Ο αριθµός τρία είναι και ο χρωµατικός αριθµός του γραφήµατος

καθώς η ύπαρξη του τριγώνου στο γράφηµα (όπως ϑα ορίσουµε παρακάτω του πλήρες γρα-

ϕήµατος τριών κορυφών), µας υποχρεώνει να χρησιµοποιήσουµε τουλάχιστον τρία χρώµατα

για τον χρωµατισµό των κορυφών του γραφήµατος.

v1 v2 v4

v3 v5 v6

Σχήµα 4.1: Γράφηµα G µε χ(G) = 3

Το πρόβληµα δεν έχει πάντα λύση. Η ύπαρξη λύσης εξαρτάται από το πλήθος των χρω-

µάτων καθώς και από το γράφηµα το οποίο ϑέλουµε να χρωµατίσουµε. Κάθε γράφηµα

χρωµατίζεται σίγουρα µε τόσα χρώµατα όσο το πλήθος των κορυφών του, καθώς τότε όλες

οι κορυφές αυτού έχουν διαφορετικό χρώµα. Αυτό το οποίο µας ενδιαφέρει όµως είναι ο

οικονοµικότερος τρόπος, δηλαδή ο χρωµατικός του αριθµός.

Πλήρες γράφηµα Kn λέγεται ένα γράφηµα µε n κορυφές και όλες τις πιθανές ακµές,

δηλαδή η ακµή (vi, vj) είναι ακµή του γραφήµατος για κάθε δυο κορυφές vi, vj ∈ V (G).
Ο χρωµατικός αριθµός του πλήρους γραφήµατος Kn είναι n. ΄Ενα γράφηµα µε χρωµατικό

αριθµό 2 λέγεται διµερές.
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Οι ϐάσεις Gröbner µας ϐοηθούν να ϐρούµε τον χρωµατικό αριθµό ενός γραφήµατος. Η

µέθοδος που ϑα περιγράψουµε, αποδείχτηκε από τον Bayer, ϐλέπε [3].

΄Εστω ξ = cos(2π/s) + isin(2π/s) µία πρωταρχική s-οστή ϱίζα της µονάδος. Ορίζουµε τα

n-χρώµατα να είναι τα 1, ξ, ξ2, · · · , ξs−1. Θεωρούµε το ιδεώδες

IG = 〈xs
i − 1 | 1 ≤ i ≤ n〉+ 〈xs−1

i + xs−2
i xj + · · ·+ xs−1

j | (vi, vj) ∈ E(G)〉. (∗)

Η µεταβλητή xi δηλώνει το χρώµα που έχει η κορυφή vi. Το πολυώνυµο xs
i − 1 = 0 µας

πληροφορεί ότι η κορυφή vi έχει κάποιο χρώµα από τις s-ϱίζες της µονάδος, 1, ξ, ξ2, · · · , ξs−1

και το πολυώνυµο xs−1
i +xs−2

i xj + · · ·+xs−1
j = 0 µας πληροφορεί ότι οι κορυφές vi, vj έχουν

διαφορετικό χρώµα σύµφωνα µε την παρακάτω πρόταση.

Πρόταση 4.3.2. Οι κορυφές vi, vj του γραφήµατος έχουν διαφορετικό χρώµα αν και µόνο αν

ισχύει xs−1
i + xs−2

i xj + · · ·+ xs−1
j = 0.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι οι κορυφές vi, vj του γραφήµατος έχουν διαφορετικό χρώµα xi, xj, δηλα-

δή xi 6= xj. Για τα xi, xj γνωρίζουµε ότι λαµβάνουν τιµές από τις s-οστές ϱίζες της µονάδας,

άρα ισχύει xs
i − 1 = 0 και xs

j − 1 = 0, δηλαδή xs
i − xs

j = 0. ΄Οµως

xs
i − xs

j = (xi − xj)(x
s−1
i + xs−2

i xj + · · ·+ xs−1
j )

και xi 6= xj, άρα xs−1
i + xs−2

i xj + · · ·+ xs−1
j = 0.

΄Εστω ότι xs−1
i + xs−2

i xj + · · ·+ xs−1
j = 0 και xi = xj, τότε sxs−1

i = 0. ΄Οµως xs
i − 1 = 0,

που είναι άτοπο, άρα xi 6= xj.

Είναι προφανές τώρα ότι το γράφηµα G = (V (G), E(G)) χρωµατίζεται µε s χρώµατα αν

και µόνο αν το σύστηµα των n +m εξισώσεων xs
i − 1 = 0 και xs−1

i + xs−2
i xj + · · ·+ xs−1

j = 0
έχει λύση. Με άµεση εφαρµογή του Θεωρήµατος Weak Nullstellensatz, έπεται ότι :

Θεώρηµα 4.3.3. Το γράφηµα G = (V (G), E(G)) χρωµατίζεται µε s χρώµατα αν και µόνο αν

VK(IG) 6= ∅, όπου IG το ιδεώδες που ορίστηκε στη (∗).
Στα παραδείγµατα που ακολουθούν, κάνουµε µία άµεση εφαρµογή του Θεωρήµατος

4.3.3. ΄Οπως ϑα δούµε στα πρώτα δύο παραδείγµατα, υπάρχουν περιπτώσεις όπου η ϐάση

Gröbner του ιδεώδους IG µας πληροφορεί και για τον τρόπο µε τον οποίο µπορούµε να

χρωµατίσουµε τις κορυφές ενός γραφήµατος. Παρόλαυτά, αυτό δεν είναι πάντα εφικτό.

Παράδειγµα 4.3.4. Θεωρούµε το γράφηµα G = (V (G), E(G)) µε σύνολο κορυφών

V (G) = {v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7, v8}

και σύνολο ακµών

E(G) = {(v1, v2), (v1, v5), (v1, v6), (v2, v3), (v2, v4), (v2, v8), (v3, v4)
(v3, v8), (v4, v5), (v4, v7), (v5, v6), (v5, v7), (v6, v7), (v7, v8)}.

Αυτό που ϑέλουµε να εξετάσουµε είναι αν το γράφηµα G χρωµατίζεται µε 3 χρώµατα.

Εφαρµόζουµε το Θεώρηµα 4.3.3 για s = 3.
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Εξ ορισµού έχουµε ότι :

IG = 〈x3
i − 1 | 1 ≤ i ≤ 8〉+ 〈x2

i + xixj + x2
j | (vi, vj) ∈ E(G)〉.

∆ηλαδή, το ιδεώδες IG έχει είκοσι δύο γεννήτορες, οκτώ της µορφής x3
i −1 για 1 ≤ i ≤ 8

και δεκατέσσερις της µορφής x2
i + xixj + x2

j , έναν για κάθε µία απο τις ακµές του

γραφήµατος.

Θεωρούµε µονωνυµική διάταξη την λεξικογραφική µε x1 > x2 > x3 > x4 > x5 > x6 >
x7 > x8. Με υπολογισµούς ϐρίσκουµε ότι η ανάγωγη ϐάση Gröbner του ιδεώδους

είναι η

G = {x1−x7, x2+x7+x8, x3−x7, x4−x8, x5+x7+x8, x6−x8, x
2
7+x7x8+x2

8, x
3
8−1}.

Παρατηρούµε ότι

1 /∈ G
Weak Nullstellensatz⇐⇒ VK(IG) 6= ∅ Θεώρηµα 4.3.3

=⇒ χ(G) ≤ 3.

Παρατηρούµε ότι λόγω της ύπαρξης του K3 ως υπογράφηµα του G (για παράδειγµα οι

κορυφές v1, v5, v6 σχηµατίζουν πλήρες γράφηµα τριών κορυφών, υπογράφηµα του G)

απαιτούνται τουλάχιστον τρία χρώµατα για τον χρωµατισµό του γραφήµατος. ΄Επεται

ότι χ(G) = 3.

Αν παρατηρήσουµε την ϐάση Gröbner ϑα δούµε ότι µας πληροφορεί και τον τρόπο µε

τον οποίο µπορούµε να χρωµατίσουµε το γράφηµά µας µε τρία χρώµατα. Συγκεκρι-

µένα είδαµε ότι η ανάγωγη ϐάση Gröbner του ιδεώδους είναι η :

{
(1)

x1 − x7,
(2)

x2 + x7 + x8,
(3)

x3 − x7,
(4)

x4 − x8,
(5)

x5 + x7 + x8,
(6)

x6 − x8,
(7)

x2
7 + x7x8 + x2

8,
(8)

x3
8 − 1}.

Είδαµε ότι το γράφηµά µας έχει χρωµατικό αριθµό τρία και έστω Π(ϱάσινο), Κ(ίτρινο)

και Μ(πλε) τα τρία χρώµατα που επιλέγουµε. Ο γεννήτορας (8) µας υποδεικνύει ότι ϑα

ξεκινήσουµε χρωµατίζοντας την κορυφή v8 µε ένα χρώµα (έστω v8 ∈ Π). Ο γεννήτορας

(7) µας πληροφορεί ότι η κορυφή v7 έχει διαφορετικό χρώµα από την v8 και έστω v7 ∈
Κ. Λόγω των (1),(3) παρατηρούµε ότι οι κορυφές v1, v3 έχουν ίδιο χρώµα µε την v7,
ενώ λόγω των (4),(6) καταλήγουµε ότι οι κορυφές v4, v6 έχουν ίδιο χρώµα µε την v8.
Συγκεντρώνοντας τις παραπάνω πληροφορίες έχουµε ότι : v1, v3, v7 ∈ Κ και v4, v6, v8 ∈
Π. Το στοιχείο (2)-(5) = (x2 − x5) ανήκει στη ϐάση από όπου έχουµε ότι οι κορυφές

v2, v5 έχουν ίδιο χρώµα. Συµπεραίνουµε ότι :

Π = {v4, v6, v8}, Κ = {v1, v3, v7} και Μ = {v2, v5}.

Παρατηρούµε εδώ, ότι δεν είναι πάντα άµεσα ορατός ο χρωµατισµός του γραφήµατος,

κυρίως σε περιπτώσεις όπου η ϐάση είναι περισσότερο πολύπλοκη.

Παράδειγµα 4.3.5. Θεωρούµε το γράφηµα G =
(

V (G), E(G)
)

(Σχήµα 4.1) µε σύνολο
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κορυφών:

V (G) = {v1, v2, v3, v4, v5, v6}
και σύνολο ακµών:

E(G) = {(v1, v2), (v1, v3), (v2, v3), (v2, v5), (v2, v4), (v5, v6)}.

Θα αποδείξουµε µε χρήση ϑεωρίας ϐάσεων Gröbner ότι ο χρωµατικός αριθµός αυτού

είναι ίσος µε τρία.

Εξ ορισµού έχουµε ότι :

IG = 〈x3
i − 1 | 1 ≤ i ≤ 6〉+ 〈x2

i + xixj + x2
j | (vi, vj) ∈ E(G)〉.

∆ηλαδή, το ιδεώδες IG έχει δώδεκα γεννήτορες, έξι της µορφής x3
i − 1 για 1 ≤ i ≤ 6

και έξι της µορφής x2
i + xixj + x2

j , έναν για κάθε µία απο τις ακµές του γραφήµατος.

Θεωρούµε µονωνυµική διάταξη την ϐαθµωτή λεξικογραφική µε x1 > x2 > x3 > x4 >
x5 > x6 > x7 > x8. Με υπολογισµούς µέσω του υπολογιστικού προγράµµατος CoCoA,

ϐρίσκουµε ότι η ανάγωγη ϐάση Gröbner του ιδεώδους είναι η G = {x2
5+x5x6+x2

6, x
2
2+

x2x5 − x5x6 − x2
6, x2x3 − x2x5 + x2

3 + x5x6 + x2
6, x2x4 − x2x5 + x2

4 + x5x6 + x2
6, x

2
3x4 −

x2
3x5−x3x

2
4−x3x5x6−x3x

2
6+x2

4x5+x4x5x6+x4x
2
6, x

3
4−1, x3

3−1, x3
6−1, x1+x2+x3}.

Παρατηρούµε ότι

1 /∈ G
Weak Nullstellensatz⇐⇒ VK(IG) 6= ∅ Θεώρηµα 4.3.3

=⇒ χ(G) ≤ 3.

Επιπλέον, λόγω της ύπαρξης του K3 ως υπογράφηµα του G (οι κορυφές v1, v2, v3
σχηµατίζουν πλήρες γράφηµα τριών κορυφών, υπογράφηµα του G) απαιτούνται του-

λάχιστον τρία χρώµατα για τον χρωµατισµό του γραφήµατος. ΄Επεται ότι χ(G) = 3.

Ο χρωµατισµός επιτυγχάνεται εύκολα (όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 4.1), όχι όµως µέσω

της ϐάσης G.

Στο επόµενο παράδειγµα αποδεικνύουµε ότι στη περίπτωση του πλήρες γραφήµατος πέντε

κορυφών απαιτούνται πέντε χρώµατα για τον χρωµατισµό αυτού. Στο συµπέρασµα καταλή-

γουµε δείχνοντας ότι το s 6= 4 και παρατηρώντας ότι λόγω των πέντε κορυφών στο γράφηµα

ο αριθµός οφείλει να είναι το πολύ πέντε.

Παράδειγµα 4.3.6. Θεωρούµε το γράφηµα G = (V (G), E(G)) µε σύνολο κορυφών

V (G) = {v1, v2, v3, v4, v5}

και σύνολο ακµών

E(G) = {(v1, v2), (v1, v3), (v1, v4), (v1, v5), (v2, v3),
(v2, v4), (v2, v5), (v3, v4), (v3, v5), (v4, v5)}.

Το παραπάνω γράφηµα είναι το πλήρες γράφηµα πέντε κορυφών (K5). Γνωρίζουµε ότι

ο χρωµατικός αριθµός αυτού είναι πέντε.
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΄Ενας δεύτερος τρόπος υπολογισµού του χρωµατικού αριθµού, είναι µέσω εφαρµογής

του Θεωρήµατος 4.3.3 για την περίπτωση s = 4. Θεωρούµε το ιδεώδες

IG = 〈x4
i − 1 | 1 ≤ i ≤ 5〉+ 〈x3

i + x2
ixj + xix

2
j + x3

j | (vi, vj) ∈ E(G)〉.

∆ηλαδή, το ιδεώδες IG έχει δεκαπέντε γεννήτορες, πέντε της µορφής x4
i−1 για 1 ≤ i ≤ 5

και δέκα της µορφής x3
i + x2

ixj + xix
2
j + x3

j , έναν για κάθε µία απο τις δέκα ακµές του

γραφήµατος.

Υπολογίζοντας την ανάγωγη ϐάση Gröbner του IG µε την λεξικογραφική διάταξη µε

x1 > x2 > x3 > x4 > x5 παρατηρούµε ότι

G = {1} Weak Nullstellensatz⇐⇒ VK(IG) = ∅ Θεώρηµα 4.3.3
=⇒ χ(G) ≥ 5.

Καθώς το γράφηµα αποτελείται από πέντε κορυφές, έπεται ότι χ(G) = 5 και ο χρωµα-

τισµός είναι προφανής.

4.4 Εφαρµογή των ϐάσεων Gröbner στον ακέραιο προ-

γραµµατισµό.

Τα προβλήµατα του ακέραιου προγραµµατισµού έχουν την παρακάτω µορφή:

ϑέλουµε να ϐρούµε λύσεις (λ1, λ2, . . . , λm) ∈ Nn του συστήµατος

a11λ1 + a12λ2 + · · ·+ a1nλn = b1

a21λ1 + a22λ2 + · · ·+ a2nλn = b2

· · ·
am1λ1 + am2λ2 + · · ·+ amnλn = bm,

που ελαχιστοποιούν µια συνάρτηση κόστους

c(λ1, λ2, . . . , λn) = c1λ1 + c2λ2 + · · ·+ cnλn.

Το παραπάνω πρόβληµα συµβολίζεται µε IA,c(b).
Θα δούµε µια απλή µορφή του αλγόριθµου των ContiTraverso υποθέτοντας ότι ο πίνακας

A των συντελεστών του συστήµατος ανήκει στο Nm×n και τα ci που ορίζουν την συνάρτηση

κόστους είναι ϕυσικοί αριθµοί ή µηδέν.

Πρόταση 4.4.1. Στον πολυωνυµικό δακτύλιο K[x1, . . . , xn] η συνάρτηση κόστους c ορίζει µια

µονωνυµική διάταξη >c µε τον παρακάτω τρόπο και µε την ϐοήθεια µιας άλλης µονωνυµικής

διάταξης > του K[x1, . . . , xn] :

xu >c x
v αν και µόνο αν c · u > c · v ή ( c · u = c · v και xu > xv).

Απόδειξη. ΄Εστω ότι xu >c x
u, τότε επειδή c · u = c · u ϑα πρέπει xu > xu στην µονωνυµική

διάταξη >, που είναι άτοπο.

΄Εστω xa,xb,xγ ∈ Tn µε xa <c xb και xb <c xγ. Τότε έχουµε ότι c · a ≤ c · b ≤ c · γ.

∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις :
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1. c · a < c · γ πράγµα που σηµαίνει ότι xa <c x
γ.

2. c · a = c · γ, οµως τότε c · a = c ·b = c · γ. ΄Αρα xa < xb και xb < xγ. Η διάταξη < όµως

είναι µονωνυµική άρα xa < xγ. ∆ηλαδή xa <c x
γ.

΄Εως τώρα έχουµε αποδείξει ότι είναι µερική διάταξη.

΄Εστω xa,xb ∈ Tn, τότε c · a > c · b (και άρα xa >c x
b) ή c · a < c · b (και άρα xa <c x

b)

c · a = c · b (και άρα xa <c x
b αν xa < xb ή xa >c x

b αν xa > xb ή xa = xb ). ΄Αρα η <c

είναι ολική διάταξη.

΄Εστω 1 6= xa ∈ Tn. Αν c · a > 0 τότε xa >c 1. Αν c · a = 0 τότε xa > 1 συνεπώς xa >c 1.

Αν xa1 >c x
a2, τότε c · a1 > c · a2 ή ( c · a1 = c · a2 και xa1 > xa2). ΄Εστω xa ∈ Tn τότε

c·(a1+a) > c·(a2+a) ή ( c·(a1+a) = c·(a2+a) και xa1xa > xa2xa). ΄Αρα xa1xa >c x
a2xa.

΄Εστω J το ιδεώδες 〈xi − tai |1 ≤ i ≤ n〉 του δακτυλίου K[x1, . . . , xn, t1, . . . , tm], όπου ai
είναι η i στήλη του πίνακα A και tai = ta1i1 ta2i2 · · · tami

m .

Πρόταση 4.4.2. Στον πολυωνυµικό δακτύλιο k[x1, . . . , xn, t1, . . . , tm] το σύνολο G1 = {xi −
tai |1 ≤ i ≤ n} είναι ϐάση Gröbner του ιδεώδους J µε διάταξη την λεξικογραφική µε x1 > c2 >
· · · > xn > t1 > · · · > tm.

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι

S(xi − tai , xj − taj ) = xj(xi − tai)− xi(xj − taj ) = xit
aj − xjt

ai
xi−tai ,xj−taj→ + 0.

Συνεπώς το κριτήριο Buchberger µας εξασφαλίζει ότι το G είναι ϐάση Gröbner.

Λήµµα 4.4.3. ΄Ενα διώνυµο της µορφής xu − tb ∈ J αν και µόνο αν το σύστηµα AX = b έχει

λύση στο Nn.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το σύστηµα AX = b έχει λύση την u = (u1, · · · , un). ∆ηλαδή

a11u1 + a12u2 + · · ·+ a1nun = b1

a21u1 + a22u2 + · · ·+ a2nun = b2

· · ·
am1u1 + am2u2 + · · ·+ amnun = bm.

Τότε

ta11u1+a12u2+···+a1nun

1 = tb11

ta21u1+a22u2+···+a2nun

2 = tb22

tam1u1+am2u2+···+amnun

m = tbmm .

Πολλαπλασιάζοντες τις ισότητες αυτές έχουµε :

(ta111 · · · tam1

m )u1 · · · (ta1n1 · · · tamn

m )un = tb11 · · · tbmm = tb.

Επίσης παρατηρούµε ότι

xu1

1 · · ·xun

n
G1→+ (ta111 · · · tam1

m )u1 · · · (ta1n1 · · · tamn

m )un
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συνεπώς το διώνυµο

xu1

1 · · ·xun

n − (ta111 · · · tam1

m )u1 · · · (ta1n1 · · · tamn

m )un = xu − tb ∈ J.

Αντίστροφα, απο την ίδια παρατήρηση

xu1

1 · · ·xun

n
G1→+ (ta111 · · · tam1

m )u1 · · · (ta1n1 · · · tamn

m )un),

αν xu − tb ∈ J τότε

(ta111 · · · tam1

m )u1 · · · (ta1n1 · · · tamn

m )un0− tb11 · · · tbmm ∈ J.

Αλλά έχουµε ότι G1 είναι ϐάση Gröbner του J και κανένας αρχικός όρος των στοιχείων της

G1 (δηλαδή κάποιο xi) δεν διαιρεί µονώνυµο του

(ta111 · · · tam1

m )u1 · · · (ta1n1 · · · tamn

m )un0− tb11 · · · tbmm
αρα

(ta111 · · · tam1

m )u1 · · · (ta1n1 · · · tamn

m )un0− tb11 · · · tbmm = 0.

Που σηµαίνει ότι το το σύστηµα AX = b έχει λύση την u = (u1, · · · , un).

Αλγόριθµος των ContiTraverso για την επίλυση του προβλήµατος IA,c(b).

Υπολογίζουµε την ανάγωγη ϐάση Gröbner G ως προς µία οποιαδήποτε διάταξη απαλοιφής

µε τις t µεταβλητές µεγαλύτερες των x µεταβλητών και διάταξη στις x µεταβλητές την >c.

Θεωρούµε το µονώνυµο tb = tb11 · · · tbmm και το διαιρούµε µε την G και έστω tγxu το υπόλοιπο

της διαίρεσης (δηλαδή το tγxu είναι ανάγωγο µοδιο G).

• Αν γ 6= 0 τότε το πρόβληµα IA,c(b) είναι αδύνατο.

(΄Εστω ότι το πρόβληµα IA,c(b) είχε λύση τότε το σύστηµα AX = b έχει λύση στο Nn.

Συνεπώς ένα διώνυµο της µορφής xv−tb ∈ J . ΄Οµως από την υπόθεση tb−tγxu ∈ J και

άρα xv − tγxu ∈ J αλλά µε την διάταξη απαλοιφής το tγxu είναι το αρχικό µονώνυµο

που είναι άτοπο αφού tγxu ανάγωγο (ως υπόλοιπο) µόδιο G).

• Αν γ = 0, δηλαδή το υπόλοιπο είναι xu, τότε µια ϐέλτιστη λύση δίνεται από το u =
(u1, · · · , un).
(Αφού γ = 0 το tb − xu ∈ J και άρα από το Λήµµα 4.4.3 το σύστηµα AX = b έχει λύση

το u. ΄Εστω w µια άλλη λύση του συστήµατος τότε πάλι από το ίδιο λήµµα έχουµε ότι

tb −xw ∈ J και συνεπώς xw −xu ∈ J . Το xu είναι ανάγωγο (ως υπόλοιπο) µόδιο G άρα

xw >c x
u, που σηµαίνει ότι το κόστος της λύσης w είναι µεγαλύτερο ή ίσο του κόστος

της λύσης u. ∆ηλαδή u = (u1, · · · , un) είναι µια ϐέλτιστη λύση.

Παρατήρηση 4.4.4. Ας κάνουµε κάποιες παρατηρήσεις :

1. Αν διαιρέσουµε ένα διώνυµο µε διώνυµο (δηλαδή ενα πολυώνυµο που προκύπτει απο

την αφαίρεση δύο µονωνύµων) προκύπτει διώνυµο ή το µηδενικό πολυώνυµο.

2. Το S-πολυώνυµο δύο διωνύµων είναι διώνυµο ή το µηδενικό πολυώνυµο.
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3. Τα παραπάνω συνεπάγονται ότι η ϐάση Gröbner ενός διωνυµικού ιδεώδους (ένα ιδεώδες

που παράγεται από διώνυµα) αποτελείται απο διώνυµα.

4. Το ιδεώδες J που ορίσαµε στον αλγόριθµο των ContiTraverso είναι διωνυµικό.

5. Αν διαιρέσουµε µονώνυµο µε ϐάση Gröbner ενός διωνυµικού ιδεώδους προκύπτει υ-

πόλοιπο που είναι µονώνυµο.

Παράδειγµα 4.4.5. ΄Εστω E1, E2, E3, E4 εργοστάσια αυτοκινήτων που κάποια µέρα

παράγουν 220, 215, 93 και 64 αυτοκίνητα συγκεκριµένου µοντέλου αντίστοιχα. Την

ίδια µέρα τα καταστήµατα K1, K2, K3, K4 ϑέλουν να παραδώσουν σε πελάτες τους

108, 286, 71 και 127 αυτοκίνητα του ίδιου συγκεκριµένου µοντέλου αντίστοιχα.

Αν το κόστος µετακίνησης ενός αυτοκινήτου από το εργοστάσιο E1 στα καταστήµατα

K1, K2, K3, K4 είναι 100, 100, 100, 100 ευρώ αντίστοιχα, από το εργοστάσιο E2 στα κα-

ταστήµατα K1, K2, K3, K4 είναι 400, 300, 200, 100 ευρώ αντίστοιχα, από το εργοστάσιο

E3 στα καταστήµατα K1, K2, K3, K4 είναι 700, 500, 300, 100 ευρώ αντίστοιχα και από

το εργοστάσιο E4 στα καταστήµατα K1, K2, K3, K4 είναι 1000, 700, 400, 100 ευρώ αντί-

στοιχα, ϑα προσδιορίσουµε το πλήθος των αυτοκινήτων που ϑα πρέπει να σταλούν από

κάθε εργοστάσιο προς τα αντίστοιχα καταστήµατα ώστε το κόστος µετακίνησης να είναι

το ελάχιστο δυνατό.

Αν x4(i−1)+j δηλώνει το πλήθος των αυτοκινήτων που ϑα σταλεί από το εργοστάσιο Ei

προς το κατάστηµα Kj τότε έχουµε να λύσουµε το πρόβληµα του ακέραιου προγραµ-

µατισµού:

x1 + x2 + x3 + x4 = 220

x5 + x6 + x7 + x8 = 215

x9 + x10 + x11 + x12 = 93

x13 + x14 + x15 + x16 = 64

x1 + x5 + x9 + x13 = 108

x2 + x6 + x10 + x14 = 286

x3 + x7 + x11 + x15 = 71

x4 + x8 + x12 + x16 = 127

που ελαχιστοποιεί τη συνάρτηση κόστους

c(100, 100, 100, 100, 400, 300, 200, 100, 700, 500, 300, 100, 1000, 700, 400, 100).

Αν εφαρµόσουµε τον Αλγόριθµο των ContiTraverso που περιγράψαµε παραπάνω, α-

ϕού υπολογίσουµε (µε την ϐοήθεια υπολογιστή) µία ανάγωγη ϐάση Gröbner G ως προς

µίια οποιαδήποτε διάταξη απαλοιφής µε τις t µεταβλητές µεγαλύτερες των x µεταβλη-

τών και διάταξη στις x µεταβλητές την >c και διαιρέσουµε µε την G το µονώνυµο

t2201 t2152 t933 t644 t1085 t2866 t717 t1278
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προκύπτει το µονώνυµο

x108
1 x112

2 x174
6 x41

7 x30
11x

63
12x

64
16.

Που σηµαίνει ότι το σύστηµα έχει λύση στον N16 (στην πραγµατικότητα έχει

1.225.914.276.768.514 λύσεις στον N16) και αυτή µε το ελάχιστο κόστος είναι η

(108, 112, 0, 0, 0, 174, 41, 0, 0, 0, 30, 63, 0, 0, 0, 64).
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4.5 Ασκήσεις

΄Ασκηση 53. Θεωρούµε το ιδεώδες

I = 〈f1 = −x3 + y, f2 = x2y − z〉 ⊆ Q[x, y, z]

όπου τον δακτύλιό µας τον έχουµε εφοδιάσει µε τη λεξικογραφική διάταξη µε x > y > z. Να

εξετάσετε αν το πολυώνυµο f = xy3 − z2 + y5 − z3 ανήκει στο ιδεώδες I. Σε περίπτωση που

ανήκει, να γραφεί το πολυώµυµο f συναρτήσει των f1, f2.
Εκτελέσετε την ίδια άσκηση µε µονωνυµική διάταξη την ϐαθµωτή λεξικογραφική µε x >

y > z.

΄Ασκηση 54. Θεωρούµε το ιδεώδες

I = 〈f1 = xz − y, f2 = xy + 2z2, f3 = y − z〉 ⊆ Q[x, y, z]

όπου τον δακτύλιό µας τον έχουµε εφοδιάσει µε τη ϐαθµωτή λεξικογραφική διάταξη µε z >
y > x. Να εξετάσετε αν το πολυώνυµο f = x3z − 2y2 ανήκει στο ιδεώδες I. Σε περίπτωση που

ανήκει, να γραφεί το πολυώµυµο f συναρτήσει των f1, f2, f3.
Εκτελέσετε την ίδια άσκηση µε µονωνυµική διάταξη την αντίστροφη ϐαθµωτή λεξικογραφική

διάταξη µε z > y > x.

΄Ασκηση 55. Να προσδιορισθεί µια ϐάση και η διάσταση του K-διανυσµατικού χώρου K[x, y]/I,

όπου I = 〈x2, xy − y2〉, χρησιµοποιώντας διάταξη όρων τη λεξικογραφική µε x > y.

΄Ασκηση 56. Να προσδιορισθεί µια ϐάση και η διάσταση του Q-διανυσµατικού χώρου Q[x, y]/I,

όπου I = 〈x2y−y+x, xy2−x〉, χρησιµοποιώντας διάταξη όρων τη ϐαθµωτή λεξικογραφική µε

x < y. Στη συνέχεια να κάνετε τον πίνακα πολλαπλασιασµού των στοιχείων του διανυσµατικού

χώρου πηλίκο.

΄Ασκηση 57. Να προσδιορισθεί µια ϐάση και η διάσταση τουK-διανυσµατικού χώρουK[x, y, z]/I,

όπου I είναι το ιδεώδες

I = 〈x3 + y3 + xz2 − 7z5, y4 − z2y + 7z, z2 − z + 2〉.
Στη συνέχεια να κάνετε τον πίνακα πολλαπλασιασµού των στοιχείων του διανυσµατικού χώρου

πηλίκο.

΄Ασκηση 58. Θεωρούµε τα ιδεώδη I = 〈x, y−1〉 και J = 〈x, y2〉 του πολυωνυµικού δακτυλίου

Q[x, y]. Να υπολογιστεί η τοµή I ∩ J .

΄Ασκηση 59. Θεωρούµε τα ιδεώδη I = 〈x2y − z − 1, xy + y + 1〉 και J = 〈x − y, z2 − x〉 του

πολυωνυµικού δακτυλίου Q[x, y, z]. Να υπολογιστεί η τοµή I ∩ J .

΄Ασκηση 60. Θεωρούµε τα ιδεώδη I = 〈xy+1, x2−1〉 και J = 〈x2+y, x+y〉 του πολυωνυµικού

δακτυλίου Q[x, y]. Να υπολογιστεί η τοµή I ∩ J .

΄Ασκηση 61. Θεωρούµε το ιδεώδες

I = 〈x2 + y2 + z2 − 1, xyz − 1〉 ⊆ C[x, y, z].

Θεωρώντας µονωνυµική διάταξη τη <lex µε x > y > z να προσδιορίσετε το σύνολο I ∩ C[y, z]
και το σύνολο I ∩ C[z].
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΄Ασκηση 62. Θεωρούµε το ιδεώδες

I = 〈w2 + x2 + y2 + z2, w2 + 2x2 − xy − z2, w + y3 − z3〉 ⊆ Q[w, x, y, z].

Θεωρώντας µονωνυµική διάταξη τη <lex µε w > x > y > z ϐρείτε µια ϐάση του διανυσµατικού

χώρου I ∩Q[x, y, z]. Κάνετε το ίδιο ϑεωρώντας µονωνυµική διάταξη την <degrevlex µε w > x >
y > z.

΄Ασκηση 63. Αποδείξετε την Πρόταση 4.1.21.

΄Ασκηση 64. Αποδείξετε την Πρόταση 4.2.9.

΄Ασκηση 65. Υπολογίστε τα V(〈0〉) και V(K[x1, . . . , xn]).

΄Ασκηση 66. Εάν S ⊂ T ⊆ K[x1, . . . , xn], τότε να αποδείξετε ότι V(T ) ⊂ V(S).

΄Ασκηση 67. Εάν V1 ⊂ V2 ⊂ Kn, τότε να αποδείξετε ότι I(V2) ⊂ I(V1).

΄Ασκηση 68. Θεωρούµε το ιδεώδες

I = 〈x3, y3, xy(x+ y)〉 ⊆ Q[x, y].

Να εξεταστεί αν το πολυώνυµο f = x + y ∈
√
I. Σε περίπτωση που ανήκει, να ϐρεθεί ο

ελάχιστος ϕυσικός ν για τον οποίο f ν ∈ I.

΄Ασκηση 69. Θεωρούµε το ιδεώδες

I = 〈x4y2 + z2 − 4xy3z − 2y5z, x2 + 2xy2 + y4〉 ⊆ Q[x, y, z].

α) Να εξεταστεί αν το πολυώνυµο f = yz − x3 ∈
√
I. Σε περίπτωση που ανήκει, να ϐρεθεί

ο ελάχιστος ϕυσικός ν για τον οποίο f ν ∈ I.

β) Να εξετάσετε αν το ιδεώδες I είναι µηδενοδιάστατο. Αν ναι, τότε να υπολογίσετε το deg(I).

΄Ασκηση 70. Θεωρούµε το ιδεώδες

I = 〈xy2 + 2y2, x4 − 2x2 + 1〉 ⊆ Q[x, y].

α) Να εξεταστεί αν το πολυώνυµο f = y−x2+1 ∈
√
I. Σε περίπτωση που ανήκει, να ϐρεθεί

ο ελάχιστος ϕυσικός ν για τον οποίο f ν ∈ I.

β) Να εξετάσετε αν το ιδεώδες I είναι µηδενοδιάστατο. Αν ναι, τότε να υπολογίσετε το deg(I).

γ) Τι µπορείτε να πείτε για το πλήθος των λύσεων του συστήµατος :

(Σ) :

{

xy2 + 2y2 = 0

x4 − 2x2 + 1 = 0

΄Ασκηση 71. Θεωρούµε το ιδεώδες

I = 〈x2 + y2, x3 + y3〉 ⊆ Q[x, y, z].
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α) Να δειχθεί ότι y ∈
√
I και στη συνέχεια να ϐρεθεί ο ελάχιστος κ ∈ N τέτοιος ώστε yκ ∈ I.

β) Να εξετάσετε αν το ιδεώδες I είναι µηδενοδιάστατο. Αν ναι, τότε να υπολογίσετε το deg(I).

γ) Τι µπορείτε να πείτε για το πλήθος των λύσεων του συστήµατος :

(Σ) :

{

x2 + y2 = 0

x3 + y3 = 0

΄Ασκηση 72. Θεωρούµε το ιδεώδες

I = 〈x+ z, x2y, x− z2〉 ⊆ Q[x, y, z].

α) Να εξεταστεί αν το πολυώνυµο f = x2 + 3xz ∈
√
I. Σε περίπτωση που ανήκει, να ϐρεθεί

ο ελάχιστος ϕυσικός ν για τον οποίο f ν ∈ I.

β) Να εξετάσετε αν το ιδεώδες I είναι µηδενοδιάστατο. Αν ναι, τότε να υπολογίσετε το deg(I).

γ) Τι µπορείτε να πείτε για το πλήθος των λύσεων του συστήµατος :

(Σ) :











x+ z = 0

x2y = 0

x− z2 = 0

΄Ασκηση 73. Να υπολογίσετε το ιδεώδες I : J του Παραδείγµατος 4.1.22.

΄Ασκηση 74. α) Να υπολογίσετε µία ϐάση και τη διάσταση του K-διανυσµατικού χώρου

K[x, y]/I, όπου I είναι το ιδεώδες

〈x2y + xy2 + 1, x3 − 1〉.

β) Να κάνετε τον πίνακα πολλαπλασιασµού των στοιχείων της ϐάσης του K-διανυσµατικού

χώρου K[x, y]/I. Να υπολογίσετε (στην περίπτωση που ορίζεται) τον ϐαθµό deg(I). Είναι

το I µηδενοδιάστατο;

΄Ασκηση 75. α) Να υπολογίσετε µία ϐάση του K-διανυσµατικού χώρου K[x, y, z]/I, όπου I
είναι το ιδεώδες

< x3 + y3 + xz2 − 7z5, y4 − z2y + 7z, z2 − z + 2 > .

β) Να κάνετε τον πίνακα πολλαπλασιασµού των στοιχείων της ϐάσης του K-διανυσµατικού

χώρου K[x, y, z]/I. Να υπολογίσετε (στην περίπτωση που ορίζεται) τον ϐαθµό deg(I).
Είναι το I µηδενοδιάστατο;

΄Ασκηση 76. Θεωρούµε το σύστηµα των παρακάτω τριών εξισώσεων:

(Σ) :











x2 + y2 − 1 = 0,

x2 + y2 + z2 − 2 = 0,

x+ y + z − 1 = 0.

Με χρήση ϑεωρίας ϐάσεων Gröbner, να προσδιορίσετε το πλήθος των λύσεων του (Σ).
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΄Ασκηση 77. Να δοθεί παράδειγµα ιδεώδους I του πολυωνυµικού δακτυλίουQ[x1, x2, x3, x4, x5]
το οποίο περιέχει ακριβώς τέσσερις γεννήτορες (µη σταθερά πολυώνυµα) τέτοιο ώστε G = {1},

όπου G η ανάγωγη ϐάση Gröbner του I ως προς < µονωνυµική διάταξη. Να δικαιολογηθεί

πλήρως η απάντησή σας.

΄Ασκηση 78. Να δοθεί παράδειγµα τριών διαφορετικών µη τετριµµένων ιδεωδών I1, I2, I3 του

πολυωνυµικού δακτυλίου R[x] τα οποία είναι όλα διαφορετικά µεταξύ τους ανά δύο και ισχύει

V (I1) = V (I2) = V (I3) = ∅.

΄Ασκηση 79. Κάνετε όλους τους υπολογισµούς και ολοκληρώσετε το Παράδειγµα 4.2.29.

΄Ασκηση 80. ∆ίνεται το γράφηµα G =
(

V (G), E(G)
)

µε σύνολο κορυφών:

V (G) = {v1, v2, v3, v4, v5}

και σύνολο ακµών:

E(G) = {(v1, v3), (v1, v4), (v1, v5), (v2, v3), (v2, v4), (v2, v5), (v4, v5)}.

Να γραφεί το ιδεώδες IG το οποίο απαντάει στο αν το γράφηµα G έχει χρωµατικό ϐαθµό δύο.

΄Ασκηση 81. Με χρήση ϑεωρίας ϐάσεων Gröbner να αποδείξετε ότι ο χρωµατικός αριθµός

χ(K3) του πλήρες γραφήµατος τριών κορυφών είναι ίσος µε τρία.

΄Ασκηση 82. ∆ίνεται το γράφηµα G =
(

V (G), E(G)
)

(ϐλ. Σχήµα 4.2) µε σύνολο κορυφών:

V (G) = {v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7}

και σύνολο ακµών:

E(G) = {(v1, v3), (v2, v3), (v3, v5), (v4, v5), (v5, v7), (v5, v6)}.

Με χρήση ϑεωρίας ϐάσεων Gröbner να υπολογίσετε τον χρωµατικό αριθµό του γραφήµατος.

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

Σχήµα 4.2: Γράφηµα G
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